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本 书 以 内 容 简明 扼要 、 通 俗 易 懂 广 受 关注 和 读者 好 评 。 第 工 章 介 
绍 了 一 个 矢量 函数 的 实例 ; 第 卫 章 介绍 了 应 用 高 斯 定理 求 电场 强度 、 
在 柱状 和 球面 坐标 系 下 计算 散 度 ， 并 且 介绍 了 哈密 顿 算 子 ; 第 卫 音 介 
绍 了 路 径 的 独立 问题 、 旋 度 、 环 路 定理 、 斯 托 克 斯 定理 、 安 培 环 路 定 
理 ; 第 让 章 介 绍 了 梯度 和 应 用 拉 普 拉 斯 方程 求 电场 强度 。 全 书 内 容 结 
合 图 形 与 实例 来 介绍 ， 以 便 读者 更 容易 理解。 

此 书 适用 于 理工 科学 生 作为 场 论 等 课程 的 教材 ， 也 可 作为 相关 科 
研 工作 者 的 参考 书 。 
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详 者 的 话 


H. M. 斯 彻 是 罗 彻 斯 特 理工 学 院 数学 与 统计 学 专业 的 教授 。30 年 前 ， 他 编写 
的 《 散 度 、 标 度 、 旋 度 释 义 》 第 1 版 一 经 问世 就 以 其 内 容 何 明 扼 要 、 通 俗 易 异 
广 受 关注 和 好 评 ， 随 后 经 过 不 断 的 修订 、 完 善 ， 时 至 今日 已 经 是 第 4 版 ， 可谓 是 
经 久 不 肥 。 此 版 书 改 进 之 处 在 于 将 符号 标记 进行 了 更 新 并 且 增 加 了 一 些 新 的 实 
例 。 第 1 章 介 绍 了 一 个 矢量 函数 的 实例 ; 第 正章 介 绍 了 应 用 高 斯 定理 求 场 强 、 在 
柱状 和 球面 坐标 系 中 计算 散 度 以 及 哈密 顿 算 于 ; 第 亚 草 介绍 了 路 径 独 立 问 题 、 旗 
度 、 环 路 定理 、 斯 托 殉 斯 定理 和 安培 环 路 定理 ; 第 信 章 介绍 了 梯度 和 应 用 拉 普 拉 
斯 方程 求 场 强 。 

本 书 适 合 数 竺 基础 相对 薄弱 的 理工 科学 生 阅 读 。 

本 人 在 翻译 过 程 中 得 到 了 许多 同事 的 帮助 ， 在 此 表示 感谢 ! 由 于 我 们 水 平 有 
限 ， 译 文中 难免 还 有 不 少 缺 点 和 错误 ， 热 诚 欢迎 读者 批评 指正 。 














注 “有 两 个 有 意思 的 地 方 : 一 个 是 球 坐 标的 0 和 p 与 一 般 教 材 是 反 的 ， 而 作 
者 说 这 是 现在 的 趋势 ; 另 一 个 是 作者 提 到 “ 旋 度 ”原先 写作 “rotation”， 而 现在 
改 成 了 “curl”， 只 有 在 “无 旋 的 ” (irrotational ) 里 还 留 有 原先 用 法 的 痕迹 。 但 
在 中 文中 ， 貌 似 全 部 是 这 样 。 














第 4 版 序言 


新 版 与 第 3 版 的 不 同 之 处 主要 有 两 个 方面 。 第 一 ， 增 加 了 一 些 新 的 实例 。 这 
是 采纳 了 一 些 学生 的 意见 ， 他 们 认为 这 些 例子 有 助 于 理解 本 书 和 解答 习题 。 我 们 
的 目标 是 增加 是 够 多 的 有 益 的 实例 ， 同 时 并 不 显著 增加 书 的 厚度 。( 两 位 评论 人 
建议 我 一 点 也 不 增加 书 的 页 数 ， 因此 ， 书 中 没有 提供 Sr. de Cervantes 问题 的 解 
答 ) 

ee 4 角色 的 转换 。 之 前 版 
本 的 书 中 ， 通常 9 作为 极 坐 标 角 ，4 作为 方位 角 。 现 在 ， 按 照 更 通用 的 规范 对 二 
者 掉 换 ,使 9 表示 方位 角 ， 表示 极 坐 标 角 。 

我 诚挚 感谢 多 年 来 一 直 文 持 我 的 读者 ， 他 们 与 我 的 通信 为 我 改进 此 书 提出 了 
很 多 宝贵 的 建议 。 许 多 建议 都 在 本 书 中 得 以 采纳 ， 这 也 是 此 书 经 久 不 衰 的 重要 原 
因 之 一 。 
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第 1 章 引言 、 天 量 了 水 数 和 充电 字 


本 书 中 ,我们 以 静电 学 为 背景 介绍 了 矢量 微 积 分 。 这 样 做 有 两 个 方面 的 原 
因 。 其 一 ， 和 天 量 微 积分 中 的 大 部 分 内 容 是 为 了 电磁 学 理论 的 需求 而 发 展 起 来 的 ， 
很 多 理论 都 被 应 用 于 电磁 学 理论 的 人 研究 而 且 完 全 适用 。 由 此 ， 也 说 明了 什么 是 矢 
量 微 积 分 ， 同 时 说 明了 它 的 用 途 。 其 二 ， 我 们 有 一 个 共识 : 在 很 多 情形 下 ， 一 些 
数学 的 内 容 在 非 专 业 数学 的 育 景 下 讨论 是 最 好 的 。 我 们 认为 严谨 的 数学 逻辑 对 每 
一 个 初学 者 部 是 一 个 障碍 ， 因 此 我 们 对 其 要 求 弱化 并 尺 可 能 多 地 借助 于 物理 和 几 
何 直 观 来 理解 它 。 

现在 ， 如 果 你 想 学 习 矢 量 微 积 分 但 又 对 静电 学 不 了 解 或 了 解 很 少 ， 用 本 书 的 
方法 ， 你 可 以 立即 学习 。 因 为 阅读 和 理解 这 本 书 并 不 需要 太 多 的 物理 学 知识 。 所 
涉及 的 内 容 仅 仅 古 静电 学 最 简单 的 部 分 ， 在 书 中 的 开始 部 分 用 几 页 的 篇 幅 做 了 介 
绍 。 对 任何 人 来 说 ， 学 习 它 都 不 存在 障碍 。 事 实 上 ， 全 书 的 讨论 都 基于 寻找 由 电 
何 分 布 找 出 静电 场 的 一 种 简便 方法 。 这 也 是 全 书 的 主线 ， 换 名 话说 台 是 电场 是 非 
各 重要 的 量 ， 值 得 我 们 花费 时 间 和 努力 来 建立 一 种 一 般 性 的 方法 来 计算 它 。 在 这 
个 过 程 中 ， 硕 望 你 会 学 到 和 天 量 微 积 分 的 基本 原理 。 

已 经 说 完 学 习 本 书 你 不 必 了 解 的 知识 ， 下 面 是 你 必须 知道 的 预备 知识 。 前 
和 完 ， 你 当然 要 熟知 初等 微 积分 。 队 此 之 外 ， 你 还 应 该 知道 如 何 使 用 多 元 孔 数 、 
偏 导数 、 多 重 (二 重 、 三 重 ) 积分 S。 最 后 ， 你 必须 了 解 关于 矢量 的 知识 ， 它 
是 一 门 对 很 多 作者 和 教师 部 非常 有 用 的 等 科 。 关 于 矢量 ,你 所 应 该 了 解 的 内 容 
列举 如 下 : 天 量 的 定义 、 和 天 量 的 加 减法 、 和 天 量 的 数 乘 、 效 量 积 和 外 积 、 和 天 量 的 
分 解 。 花 一 个 小 时 的 时 间 阅 读 一 些 价 单 介绍 天 量 的 书 ， 便 足以 满足 学 习 本 书 的 
需要 。 















































@ ”在 本 书 的 这 节 中 要 用 到 微分 方程 。 这 部 分 并 不 是 很 重要 ， 如 采 数 学 基础 很 暗 ， 可 以 忽略 。 


散 度 、 旋 度 、 梯 度 释义 (图 解 版 ) 





夭 量 函 数 











在 电 季 的 研究 中 ， 用 到 的 最 重要 的 量 其 中 之 一 就 是 电场 ， 书 中 的 大 多 内 容 虱 
是 围绕 如 何 使 用 这 个 量 展开 。 由 于 电场 是 称 之 为 矢量 函数 的 一 个 实例 ， 因 此 我 们 
从 函数 概念 的 何人 旬 开 始 我 们 的 讨论 。 

一 无 铬 四 =f(x) ， 它 是 将 两 个 数 *，y 联系 起 来 的 一 个 法 则 ; 对 











于 给 定 的 x， 告诉 我 们 如 何 确定 与 之 相关 的 y 的 值 。 例如， 如 有 果 y = 
f(x) = 入 一 2， eol y。 于 是 ， 当 x =3 时 ， 
ye 7 











多 元 子 数 在 相关 的 数 集 上 具有 相同 的 法 则 。 例 如 ; 一 个 由 三 个 变量 生成 的 函 
数 w =F(x,，y,，z) 表示 如 何 根据 x，y，z 来 确定 w 的 值 。 从 几何 角度 更 有 利于 
对 这 个 概念 的 理解 : 在 空间 省 卡 儿 坐标 系 下 取 一 点 ， 坐 标 为 (x*，y，z) ， 这 个 也 
数 w=F(x,，y,，z) 告诉 我 们 如 何 将 一 个 数 和 对 应 点 建立 联系 。 例 如 : 一 个 函数 
T(x,y,，z) 可 以 表明 屋子 中 任意 一 点 (x，y，z) 的 温度 。 

目前 所 讨论 的 函数 是 标量 函数 。 在 函数 所 xz) 中 给 * 赋值 得 到 的 结 采 是 一 个 
标量 y=Ax)。 在 图 数 T(x，y，z) 中 给 x，y，z 赋值 三 个 数 得 到 的 结果 是 温度 ， 
也 是 标量 。 矢 量 消 数 的 一 般 形式 人 简单 明了 。 在 三 维 空间 中 的 一 个 矢量 函数 是 一 个 
将 每 个 点 (x, y, z) 和 矢量 相对 应 的 法 则 ， 例 如 流体 的 速度 。 指 定 一 个 函数 v 
(x,，y，z) ， 它 表明 了 流体 的 速度 和 在 这 一 点 (x,，y，z) 的 流动 的 方向 。 一 般 来 
说 ， 拓 量 孙 数 F(x,，y,，z) 表示 在 某 个 空间 区 域内 每 个 点 (x*，y，z) 的 大 小 和 
方 回 。 可 以 利用 许多 血 头 来 描绘 矢量 函数 的 图 像 〈 见 图 工 -1) ， 其 中 每 一 个 箭 : 
都 表示 一 个 点 (x*，y，z) 。 在 任意 点 处 箭头 的 方 回 由 矢量 果 数 所 确定 ， 并 且 它 的 
长 度 和 函数 值 的 大 小 成 正比 。 









































第 1 章 ” 引言、 矢量 函数 和 静电 学 








如 图 -2 所 示 ， 和 任意 矢量 一 样 ， 和 失 量 函数 也 能 分 解 为 几 个 分 量 。 设 i, j， 
大 分别 是 沿 着 x，y，z 轴 的 三 个 相对 应 的 单位 向 量 ， 可 以 写成 
Pwsy 2) = (mT) Ih (ms) tk (Wy) 
这 三 个 量 已 ， 刀 ,已 分 别 表 示 x，y，z 方向 的 标量 函数 ， 是 在 某 个 坐标 系 
量 函数 F(x,，y，z) 的 三 个 笛 卡 儿 分 量 9 。 











下 天 








图 I -2 


下 面 淮 一 个 矢量 函数 的 例子 (为 了 人 简便， 以 二 维 空间 为 例 )， 





F(x,y) =ix +J7， 
如 图 工 -3 所 示 。 你 可 以 把 这 个 困 数 看 作 是 位 置 天 量 r。 图 中 每 一 个 简 头 的 方向 都 
是 向 径 〈 即 从 原点 出 发 的 一 条 直线 ) ， 并 且 它 的 长 度 等 于 它 到 原点 的 距离 2。 再 
举 一 个 例子 ， 
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图 I -3 








”一些 作 者 用 下 标 来 表示 偏 导数 ， 例如，F, = 9F/90x。 这 时 我 们 不 采用 这 样 的 标记 录 ; 本 书 中 下 标 
表示 向 量 分 量 的 符号 。 


外 ”注意 我 们 习惯 于 从 尾部 开始 画 一 个 葡 头 而 不 是 从 头 开 始 ， 那 么 在 这 点 处 求 问 量 郴 数 的 值 。 

















散 度 、 旋 度 、 梯 度 释 义 (图 解 版 ) 





—1y 十 1X 
G(x,y) =— A 








如 图 I-4 所 示 。 读 者 可 以 自己 证 明 对 于 这 个 矢量 函数 所 有 的 箭头 都 在 切线 的 方 
向 上 〈 即 每 个 箭头 都 与 一 个 以 原点 为 圆心 的 圆 相 切 ) ， 并 且 它 们 长 度 相等 。 





图 I-4 


静电 学 














本 书 将 基于 三 个 实验 事实 来 讨论 静电 学 。 第 一 个 事实 古 电 三 本 号 的 存在 性 。 
有 两 种 电荷 : 正 电 荷 和 负电 荷 ， 并且 每 一 种 物质 本 身 都 含有 电荷 ， 只 是 正 负电 
傈 经 稼 等 量 出 现 以 至 于 物质 净 电 量 为 零 。 

第 二 个 事实 叫做 库仑 定律 ， 是 以 发 现 它 的 法 国 物 理学 家 的 名 字 命 名 。 这 个 是 
律 表明 了 两 个 市 电 粒 子 之 间 的 静电 力 : (a) 力 的 大 小 与 























它们 所 带电 量 的 乘积 成 正比 ，(b) 与 它们 之 间距 离 的 平 下 
方 成 反比 ，(c) 力 的 方向 沿 着 这 两 个 点 电荷 的 连 线 。 因 李 
此 , 如 果 wm 和 7 是 两 个 距离 为 r 的 电荷 的 电量 
( 见 图 上 -5)， 那 么 g 对 go 产生 的 作用 力 qo” 
F =K -7h, 图 L.5 


其 中 是 从 g 指向 go 的 单位 向 量 ( 即 长 度 为 1 的 矢量 ), 天 是 比例 系数 。 在 本 书 
中 ， 使 用 标准 的 单位 制 ， 长 度 、 大 小 、 时 间 分 别 以 米 、 千 到 、 秒 作为 单位 ， 而 电 





外 ”纯化 论 者 指出 中 子 、 中 性 赤 介 子 、 中 微 子 等 不 包含 电 和 荷 。 
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量 的 单位 是 库仑 。 选 取 玉 = 1Z(4Tso)， 其 中 eo 是 一 个 第 数 ， 叫 作 牙 空 介 电 芒 
数 ， 它 的 值 为 8. 854 x10-2Cxmn2 ， 故 库仑 定律 可 写 为 


1 ggo， 
47e0 产 
用 这 个 公式 可 以 证 明 “ 同 性 相 斥 ， 异 性 相 吸 ”这 一 结果 。 
第 三 个 也 是 最 后 一 个 事实 叫 作 麦 加 原理 。 当 周围 没有 其 他 电荷 时 ， 设 | 是 
给 oo 的 力 ， 而 了 ,是 g, 给 qo 的 力 ， 那么 由 电 售 车 加 原理 可 知 ， 当 gq 和 gq, 者 
i qq 和 9 给 go 的 合力 就 是 矢量 和 FF +F,。 进 一 步 说 明 ， 这 并 不 仅仅 是 
说 静电 力 是 天 量 相 加 (所 有 的 力 都 是 天 量 相 加 ) ， 而 是 在 两 个 帝 电 粒子 间 的 力 不 
会 因为 其 他 带电 粒子 的 存在 而 改变 。 
现在 ， 引 进 一 个 与 位 置 相 关 的 矢量 函数 ， 它 将 在 本 书 的 讨论 中 扮演 主要 的 角 
色 。 它 是 电场 强度 ， 记 作 E(r)， 定义 为 E(r) =F(r)/go, 或 
F(r) =goE(r)。 即 电场 强度 是 单位 电 三 受到 的 力 。 由 式 (1 -1) 可 以 得 到 


F(r) 1 9 A 
FE a 
Wa qo 47e0 


这 是 电荷 g 在 距离 它 为 r 处 产生 的 电场 强度 。 
由 此 进一步 拓展 。 假 设 有 NN 个 电 三 gy ，g,;，…，gqnw， 它 们 到 电场 观察 点 的 
距离 分 别 为 r/ ，r,，…， ry。 那么 这 些 电 三 施 加 给 7 处 电 全 go 的 静电 力 是 


] 4091! A 





(1 -1) 


























(1 -2) 

















Fl(7) > Ul (| -3 ) 
4T20 加 Ir-rl| 
这 里 刀 是 一 个 从 指 问 7 的 单位 问 量 。 由 式 (1 -3) 可 得 
ql 
0 4meo Te0 fo Ir-rl’ We 
这 是 由 在 ” 处 的 电荷 yy (1=1，2，…，N) 在 r=ix +jy +kz 处 产生 的 电场 强度 。 


式 (]-4) 表明 一 组 电 奏 产 生 的 场 强 是 每 个 电 奏 单独 产生 的 电场 强度 的 矢量 和 。 即 
辣 加 原理 不 仅 适用 于 力学 也 适用 于 电场 。 可 以 将 一 个 或 一 组 电 奏 周围 的 空间 区 域 看 
作 弥 漫 看 廊 电 场 ， 这 些 电 答 施加 给 距离 它们 为 + 的 电 人 三 q 的 议 电 合力 是 qh (7)。 
你 可 能 会 困惑 于 本 书 介绍 的 这 个 新 的 矢量 函数 一 一 前 电场 ， 它 与 传统 意义 的 
前 电力 有 明显 的 区 别 。 主 要 有 两 方面 的 原因 。 首 和 完 ， 在 静电 学 中 我 们 感 兴 趣 的 是 
一 组 电 人 三 对 为 一 组 电 俩 所 产生 的 影响 。 通 过 介绍 静电 场 ， 这 个 问题 可 以 被 分 成 两 
个 部 分 : (a) 可 以 根据 已 知 电 和 谷 的 分 布 来 计算 电场 而 不 必 担 心 这 些 电 全 对 它们 
Mn rn (b) 可 以 计算 一 个 已 知 的 电场 对 电场 内 的 电 奏 的 影响 而 不 必 
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散 度 、 旋 度 、 梯 度 释义 (图 解 版 ) 





担心 产生 这 个 电场 的 电 奏 分 布 。 本 书 中 我 们 将 关注 第 一 个 问题 。 

介绍 电场 的 第 二 个 原因 是 更 基本 的 。 已 经 证 实 所 有 经 典 的 电磁 学 理论 都 可 归 
纳 为 四 个 方程 ， 叫 作 麦 克 斯 韦 方程 ， 它 将 场 ( 电 和 磁 ) 彼此 联系 起 来 ， 将 电量 
与 产生 电量 的 电流 联系 起 来 。 因 此 ， 电 磁 学 是 场 的 理论 并 且 电 场 最 终 扮演 了 一 个 
重要 的 角色 并 显露 出 它 的 重要 性 ， 而 远 远 超过 了 它 原始 初级 的 定义 “单位 电 硒 
Da a 

为 了 方便 起 见 ， 经 名 认为 电 谷 的 分 布 是 均 习 的 。 为 此 ， 按 下 面 方法 进行 计 
算 。 假 设 在 体积 是 AV 的 某 个 空间 区 域内 ， 全 部 的 电量 是 AQ， 定义 电 三 密 度 为 





























pay= 和 5 ( -5) 


利用 这 个 公式 ， 我 们 可 以 定义 在 点 (x*，y，z) 处 的 电 傈 密度 ， 表 示 为 p (x，y，z) ， 
它 就 是 当 AT 减 小 时 ， pay 在 点 (x，Yy，z) 处 的 极限 : 
AQ 





p(X%,Y,z) = lim 和 AT 一 lim DAy (| -6) 
AT 一 ”0 AT 一 ”0 
在 点 (x,y,z) 在 点 (x,y,z) 





在 体积 为 V 的 菏 个 区 域 中 的 电信 的 电量 可 由 p(x, y,z) 在 体积 V 上 的 三 重 积 
分 表示 ， 即 


0= 和 pzyradr 
V 
类 似 地 ， 对 于 均匀 分 布 的 电 合 ， 同 样 遵 循 这 一 规律 ， 式 ( 工 -4) 可 写 为 
E(r) = mm i Ur) py (1 -7) 


a | 





1 -1 用 适当 大 小 和 方 回 的 箭头 表示 下 列 和 天 量 函 数 : 


(a) iy +jx (e) jx 

(b) (i+7)/v2 (f) (iy +jx)/ Vx +y ,x,y) (0,0) 
(c) ix -jy (8) ly +jxy 

(d) iy (h) i+tjy 





1 -2 用 箭头 画 出 一 个 位 于 原点 的 单位 正 电荷 的 电场 [ 注 : 你 可 以 通过 在 
一 个 毕 标 平面 内 画图 表示 来 简化 这 个 问题 。 这 和 你 选择 哪 种 坐标 系 有 关 吧 ?] 
6 














1 -3 (a) 写 一 个 二 维 矢量 国 数 的 公 陈 ， 这 个 天 量 的 方 回 是 正方 向 并 且 大 
小 为 1。 

(b) 写 一 个 二 维 矢量 函数 的 公式 ， 这 个 和 失 量 的 方 同 与 x 轴 成 45° 角 且 在 点 
(x, y) Ee +y)”。 

(c) 写 一 个 二 维 矢 量 函 数 的 公式 ， 这 个 矢量 的 方 辐 是 切 问 的 (参照 第 5 页 
的 例子 ) 且 它 在 点 (x, y) 处 的 大 小 等 于 它 到 原点 的 距离 。 

(d) 写 一 个 三 维 天 量 国 数 的 公式 ， 这 个 天 量 的 方 问 是 正 同 的 且 大 小 为 1。 

1 -4 一 个 物体 在 平面 直角 坐标 系 中 以 它 的 位 置 拓 量 r 是 关于 时 间 i 的 函数 
的 方式 移动 : 

r=iacosw@t +jbsinwt。 其 中 a, b, ww 是 常数 。 

(a) 对 于 任意 时 间 ;:， 这 个 物体 与 原点 的 距离 是 多 少 ? 

(b) 根据 时 间 函 数 求 物体 的 速度 和 加 速度 。 


(ce) 证 明 物体 运动 的 轨迹 是 椭圆 方程 ; 三] 和 3 时 


1 -5 已 知 在 点 (1, 0, 0) 处 有 一 个 电量 为 1 的 正 电 和 荷 和 在 点 ( -1, 0， 
0) 处 有 一 个 电量 为 1 的 负电 合 ， 求 这 两 个 电 厨 在 y 轴 上 任 一 点 (0, y, 0) 处 
的 产生 的 电场 强度 。 

1 -6 除了 可 以 用 箭头 表示 天 量 纯 数 (如 习题 上 1 和 习题 2) 外 ， 有 时 用 曲线 
旋即 电场 线 来 表示 。 如 采 对 曲线 上 每 一 个 点 (xo，yo)，F(xo,， Yo) 是 曲线 的 切 
线 ， 那 么 一 条 曲线 y =y(x) 是 矢量 也 数 F(x,，y) 的 一 条 电场 线 ( 见 下 图 ) 。 






































J=J(20) 


F(xo, yo0) 








0O x 
(a) 证 明 一 个 天 量 限 数 F(x,y) =iF,(x,y) +JF,(x,Y) 的 电场 线 y=y(x) 是 
， ， om 
uy/ dy _!y 
做 分 方程 和 亲 的 解 。 


(b) 确定 习题 工 -1 中 的 每 个 图 数 的 电场 线 。 画 出 电场 线 并 且 和 工 -1 中 的 简 
头 图 表 比 较 。 


高 斯 定理 











由 于 在 静电 学 中 ， 电 场 强度 是 非 第 重要 的 一 个 物理 量 ， 所 以 需要 某 种 对 给 定 
的 一 组 电 奏 求 它 们 的 电场 强度 的 简便 方法 。 表 面 上 看 在 我 们 提出 这 个 问题 之 前 实际 
上 网 已 经 解决 了 了 ， 和 毕竟 ， 我 们 不 是 在 方程 (I-4) 和 方程 (上 7) 中 就 提出 了 求 电场 
强度 的 方法 吗 ? 通 帝 来 说 答案 是 否定 的 。 除 非 在 这 个 系统 中 有 非常 少 的 电 谷 或 者 电 
答 简 单 或 对 称 地 分 布 ， 否 则 在 方程 (I[-4) 中 的 和 式 和 方程 (上 7) 的 积分 通常 是 非 
党 困难 的 并 且 不 太 可 能 来 求 出 电场 强度 的 。 因 为 这 两 个 方程 通 第 给 出 的 是 这 个 问题 
的 形式 解 >， 而 不 是 实际 解 ， 所 以 必须 探索 其 他 的 方法 来 计算 电场 强度 E。 

在 这 个 探索 的 过 程 中 ， 不 可 避免 地 会 遇 到 著名 的 高 斯 定理 。 之 所 以 说 它 是 
“不 可 避免 地 ”是 因为 在 包含 电场 的 初等 电磁 学 中 很 难 想到 其 他 的 表达 式 了 | 当 
然 不 包括 我 们 已 经 放弃 的 方程 (1 -4) 和 方程 ( 工 -7) ] 。 高 斯 定理 是 


| Eaas=2 (IL-1) 
S 


如 果 你 不 理解 这 个 方程 ,不 要 惊 刁 。 方 程 的 左 端 是 一 个 面积 分 的 形式 ， 它 是 和 失 量 
微 积 分 学 中 的 一 个 重要 的 概念 ， 对 你 可 能 是 陌生 的 。 这 个 积分 的 被 积 函 数 是 电场 
强度 与 有 的 数量 积 ， 叫 做 单位 法 癌 量 ， 同 样 你 对 它 可 能 也 不 熟悉 。 我 们 将 面 面 
俱 到 地 讨论 面积 分 和 单位 法 向 量 ,， 论述 中 高 斯 定理 引用 的 主要 原因 之 一 也 是 为 了 
促进 讨论 。 

这 里 我 们 推导 高 斯 定理 ， 因 为 它 在 你 阅读 后 面 章 节 的 内 容 时 才 有 很 重要 的 作 
用 。 然 而 对 于 其 中 的 细 梳 末节 ， 你 可 以 参考 任何 一 本 电磁 学 方面 的 书 。 耐 心 一 
些 ， 当 学 习 了 散 度 定理 (34 -39 页 ) 之 后 ， 你 就 能 很 容易 推导 高 斯 定理 了 。( 见 
习题 开 -27) 

































































@ “形式 上 的 ”在 文中 就 是 “无 用 的 ”一 个 委 九 说 法 。 
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第 开 章 面积 分 和 散 度 





单位 法 向 量 





高 斯 定理 [方程 (了 -1) | 的 被 积 孙 数 中 用 有 i 表示 的 量 ， 叫 做 单位 法 向 量 。 
这 个 量 会 在 大 多 数 我 们 所 遇 到 的 面积 分 的 被 积 函 数 中 出 现 。 然 而 ,正如 我 们 所 
知 ， 即 使 单位 法 向 量 没有 直接 出 现在 面积 分 的 被 积 函 数 中 ， 它 在 面积 分 的 计算 中 
仍然 扮演 痢 一 个 重要 的 角色 。 因 此 ， 在 讨论 面积 分 之 前 ， 我 们 将 先 处 理 这 个 矢量 
函数 的 定义 和 计算 问题 。 














图 -1 








粗略 地 讲 , “法 回 ” 这 个 词 在 本 书 中 是 垂直 的 意思 。 因 此 ， 一 个 垂直 于 xOy 
平面 的 矢量 和 N 显然 与 z 轴 是 平行 的 ( 见 图 卫 -1)， 而 一 个 垂直 于 球面 的 矢量 一 定 
在 它 的 向 径 方 向 上 ( 见 图 卫 -2)。 下 面 给 出 一 个 矢量 和 一 个 面 王 下 的 精确 定义 。 
对 于 任意 的 面 $S， 如 图 下 -3 所 示 ， 构 造 两 个 不 共 线 的 矢量 w 和 v， 它 们 在 点 P 处 














图 I 工 -3 





均 与 5 相 切 。 矢 量 N 在 点 P 处 均 与 品 量 wu 和 重生 ， 根 据 定义 ， 它 在 点 尸 处 与 $ 
秆 再。 那么 ， 正 如 所 知 ， 和 天 量 z 和 vw 的 矢量 积 正 好 有 这 样 的 性 质 ， 它 与 矢量 wu 和 
v 都 三 下 。 因 此 ， 记 NN =u xv。 由 此 得 到 单位 同 量 (长度 为 1) 就 很 僻 单 了 : 用 
矢量 N 除 以 它 的 模 。 即 

















散 度 、 旋 度 、 梯 度 释义 (图 解 版 ) 





这 个 正 是 在 点 己 处 垂直 于 $ 的 一 个 单位 向 量 。 

为 了 求 友 的 表达 式 ， 考 虑 由 方程 z=f(x,，y) 定义 的 面 $， 如 图 了 -4 所 示 。 
按照 前 面 讨 论 的 步 台 ， 求 出 两 个 矢量 wu 和 v， 它 们 的 矢量 积 将 产生 想 要 的 法 向 量 
i, Bs 构造 一 个 经 过 面 $ 上 的 点 P 的 一 个 平面 ， 且 它 和 xwxOy 平面 平 

林 ， 如 图 开 -4 所 示 。 








图 -4 


这 个 平面 与 面 $ 相交 于 线 C。 构 造 拓 量 w 在 点 P 处 与 曲线 C 相 切 ， 且 它 有 任意 长 
度 v 的 xx 分量。 矢量 站 的 zz 分量 是 (9f/9x)u,; 由 构造 知 在 这 个 表达 式 中 ， 
我 们 用 到 的 矢量 zx 的 斜率 ， 和 面 $S 在 x 方向 上 和 斜率 相同 ( 见 图 了 -5)。 因 此 ， 


wi, +k (9h he, = 过] (下 -2 ) 














图 I 工 -5 


为 了 计算 这 两 个 矢量 中 的 第 二 个 矢量 "， 构 造 经 过 面 $ 上 的 点 己 的 另 一 个 平 
面 ， 但 这 个 平面 与 y0z 面 平行 〈( 见 图 IT -6) 。 它 和 面 $ 相交 于 线 C"， 且 矢量 "在 
点 PP 处 与 曲线 C" 相 切 ， 它 有 任意 长 度 w 的 y 分量 。 按 上 述 讨论 ， 有 


y =jo, +k (3 £), = [i+# (2), (I -3) 
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一 一 


图 I 工 -6 


利用 方程 ( 卫 -2) 和 方程 ( 卫 -3) 中 给 出 的 矢量 w 和 v， 构造 它 们 的 矢量 积 。 


结 采 为 
& XY = | -22 (9 + 人 wm 
是 一 个 天 量 ， 正 如 上 面 表述 的 那样 ， 它 在 点 尸 处 与 面 $ 垂 十。 为 了 得 到 它 的 单 
位 法 回 量 ， 除 以 它 的 长 度 得 到 
U xy A 


N(x,y,z) Iu xy | Ay zy ([| -4) 
有 
OX Oy 
那么 ， 它 就 是 面 z=f(x，y) 在 点 (x，y，z) 处 的 单位 法 向 量 ? 。 注 意 , u, 和 这 
两 个 量 是 相互 独立 的 。 
下 面 给 出 两 道 例 题 。 第 一 个 是 徐 单 的 问题 : 与 xOy 平面 垂直 的 单位 法 回 量 是 
什么 ?答案 当然 是 矢量 〈( 见 图 下-1) 。 可 以 通过 方程 ( 卫 -4) 来 找到 答案 。xOy 
平面 的 方程 是 























z=f(%,y) =0， 
由 此 可 以 发 现 
of/9x=0, 01joy=0。 





文中 [方程 (I-4) ] 结论 的 唯一 性 可 能 在 两 个 方面 受到 质疑 。 一 是 符号 含义 模糊 : 如 果 名 是 一 
个 单位 法 向 量 ， 那 么 -名 也 是 。 使 用 哪 一 个 符号 将 在 后 面 来 讨论 。 第 二 个 问题 是 : 用 来 确定 名 的 
两 个 相 切 的 向 量 u,v 是 非常 特殊 的 ， 因 为 它们 每 一 个 都 与 一 个 坐标 平面 平行 。 那 么 利用 任意 两 
个 相 切 的 回 量 能 否 得 到 同样 的 结论 呢 ? 这 个 问题 见习 题 V -26， 那 里 证 明了 由 方程 (在 -4) 所 给 
出 的 名 除了 符号 之 外 确实 是 唯一 的 。 
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散 度 、 旋 度 、 梯 度 释 义 (图 解 版 ) 





将 它们 代入 到 方程 ( 卫 -4) 中 ， 如 上 述 所 示 ， 有 让 =k/Y1 = 天。 
作为 第 二 个 例子 ， 考 虑 一 个 球 心 在 原点 半径 为 1 的 球 ( 见 图 卫 -2)。 上 半球 
的 方程 为 z=f(x, y) =(1-x -yy)"“， 据 此 
0f_ _*%* 90f__y 


Ox zz 7”0y 
将 它们 代入 到 方程 (了 -4) 中 ,得 


O 


0 | 
和 放 ix+Jy+kz . ， 
让 = 一 -一 tjy + kzo 
全 人 / 厂 十 闻 十 六 
z+ z+l 
2 


这 里 应 用 了 单位 球 的 方程 x” +y” +z =1。 正 如 我 们 所 期 待 的 那样 ， 这 是 一 个 问 
径 方向 的 矢量 ( 见 图 卫 -2)。 证 明 它 的 长 度 是 1, 可 由 有 .及 =x +y +z =1 
得 到 。 

现在 处 理 的 是 单位 法 向 量 的 问题 ， 接 下 来 讨论 面积 分 。 








现在 定义 和 拓 量 函数 F(x,，y，z) 的 法 回 分 量 的 面积 分 。 这 个 量 可 定义 为 
到 .ads (IT -5) 
S 
并 且 正 如 所 看 到 的 ， 高 斯 定理 [方程 ( [[ -1)|] 是 按照 这 样 的 一 个 积分 表示 的 。 
设 z=f (x, y) 是 某 个 曲面 的 方程 ， 考虑 这 个 面 的 一 个 有 限 区 域 ， 将 它 表示 为 5 
( 见 图 了 -7)。 为 了 用 公式 表示 面积 分 的 定义 ， 第 一 步 是 用 一 个 包含 NN 个 平面 的 
多 面体 来 近似 表示 S， 多 面体 的 每 个 平面 在 某 个 点 与 S$ 相 切 ， 用 这 个 多 面体 来 









7 (x,y) 


图 I 工 -7 
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第 开 章 面积 分 和 散 度 








近似 表示 S$。 图 廿 -8 表明 这 个 近似 的 多 面体 看 起 来 像 一 个 八 分 之 一 的 球 元 。 我 们 
将 注意 力 集中 在 这 些 平面 中 的 其 中 一 个 ， 称 其 为 第 1 个 平面 ( 见 图 和 -9)。 设 它 
的 面积 为 AS,， 设 (x1，Yy1，2) 古 过 这 个 点 的 平面 与 曲面 5 的 切 点 。 











(X17,27) F(a ,2) 





图 I-8 图 I 了 -9 


在 这 个 点 处 佰 计 函 数 琅 ， 然 后 让 它 与 负 做 点 积 ， 遍 古 第 1 个 平面 的 单位 法 癌 量 。 
1 这 个 运算 络 末 乘 以 这 个 平面 的 面积 AS,， 得 到 

F(x1,y1,21) “77ASi。 
用 同样 的 方法 对 近似 多 边 形 的 w 个 面 中 的 每 一 个 面 进行 计算 ,然后 求 和 : 











F(x,, yi1, z1 ) “1 








N 
>, F(x1,y1,21) * hiASio 
SI 


当 平面 的 数量 w 趋向 于 无 穷 大 且 每 个 平面 的 面积 趋向 于 02 时 ， 这 个 和 式 的 极限 
定义 为 面积 分 〈[ -5) 。 因 此 ， 





N 
| ehas= lim > F(x ,Yi 27 ) “ fAS,, (用 -06) 
S 八 一 oo /=1 
每 个 AS 一 ”0 


如 果 想 更 详细 地 描述 这 个 积分 式 子 ， 严 格 来 说 ， 这 个 积分 应 该 写成 
| FC,y,z) + f(x,y,2) ds, 


一 般 来 说 ,，F 和 虱 是 方位 也 数 。 硕 望 在 不 影响 参数 理解 的 条 件 下 ， 尺 可 能 使 用 
更 简 清 的 表达 形式 


<m 


@ “每 一 个 AS 一 0” 这 个 说 法 并 不 十 分 准确 。 例 如 : 一 个 矩形 片 的 面积 可 以 趋 癌 于 0， 如 采 它 的 宽 
度 趋 癌 于 零 而 长 度 保持 不 变 。 这 是 不 被 接受 的 。 无 论 是 这 里 还 是 其 他 地 方 ， 我 们 必须 将 “每 一 个 
AS 一 0” 解 释 为 第 / 块 的 所 有 线 的 矿 才 都 趋向 于 0。 
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散 度 、 旋 度 、 梯 度 释义 (图 解 版 ) 





| eidqs, 
S 
用 来 求 面积 分 的 曲面 $ 可 以 分 成 两 类 : 闭 曲面 和 开 曲 面 。 一 个 闭 曲 面 ， 例 如 
一 个 球形 的 涡 ， 将 空间 分 成 两 个 部 分 ， 一 个 内 一 个 外 。 从 内 部 到 达 外 部 ， 你 必须 
守 过 这 个 平面 。 一 个 开 曲 面 ， 例 如 一 张 纸 ， 不 具有 这 样 的 性 质 。 它 可 以 从 纸 的 一 
边 到 达 另 一 边 而 不 须 穿 过 它 。 由 方程 (I -6) 给 出 的 面积 分 的 定义 能 很 好 地 应 用 
于 闭 曲 面 和 开 曲 面 。 然 而， 在 具体 指出 要 使 用 的 面积 分 的 法 向 量 的 两 个 可 能 的 方 
癌 之 后 ， 面 积分 才能 很 好 地 定义 ( 见 图 匡 -10)。 就 一 个 开 曲 面 来 说 ， 方 癌 必 须 
在 这 个 问题 的 陈述 中 给 出 。 就 一 个 闭 曲 面 来 说 ， 它 的 方 回 是 有 明确 规定 的 所 选 
取 的 法 回 量 ， 从 曲面 所 包围 的 体积 指 癌 外 部 。 
































二 


图 工 -10 





在 高 斯 定理 [方程 ( 匡 -1)] 中 的 积分 被 财 曲 面 所 取代 。 事 实 上 ， 高 斯 定理 
指出 ， 在 一 个 闭 曲 面 上 电场 的 法 癌 分 量 的 面积 分 等 于 由 曲面 所 包围 的 全 部 电 答 的 
电量 除 以 eu。 在 第 24 ~ 28 页 和 习题 了 -11、 习 题 了 -12 和 习题 了 -13 中 将 看 到 ， 
当 电 答 整 章 并 对 称 地 排列 时 ， 高 斯 定理 能 被 使 用 来 确定 电场 强度 。 但 整个 讨论 的 
核心 是 当 电 荷 排列 不 对 称 时 ， 应 用 高 斯 定律 去 求 E。 

有 时 会 遇 到 比 刚 刚 定 义 的 那 种 更 简洁 的 面积 分 ， 其 实 它们 基本 上 大 致 相同 。 
这 些 面积 分 具有 














| G(x,y,z2)dS ([[ -7) 


S 








的 形式 ， 这 里 被 积 函 数 C (x*，y，z) 是 一 个 确定 的 标量 函数 而 不 是 方程 (了 [-5) 
和 方程 (了 -6) 中 矢量 函数 的 数量 积 。 正 如 上 面 所 作 的 一 样 ， 我 们 将 定义 这 种 类 
型 的 面积 分 。 用 一 个 多 面体 来 近似 $， 构 造 G(x，y，z)AS, 的 积 ， 将 所 有 面 求 和 
并 取 极 限 


N 
| CC,y,2) ds = lim > G(X,Y1,21) AS,o ([-8) 
S 八 一 oo /=1 
每 个 AS 一 ”0 
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第 开 章 面积 分 和 散 度 





关于 这 种 面积 分 举 一 个 例子 ,假设 一 个 面 厚度 忽略 不 记 ， 其 密度 ( 即 单位 面积 
的 质量 ) 为 rc(x，y，z) ， 布 望 求 出 它 的 总 质量 。 如 上 面 所 介绍 的 方法 用 一 个 多 
面体 去 近似 这 个 面 ， 用 o(x,，y1，zi) AS, 来 估计 这 个 多 面体 第 /个 平面 的 质量 ， 
那么 





N 
t=:] 


就 近似 地 每 于 整个 面 的 质量 。 取 极限 


N 
lim > O(NX1,Y1,21) AS) = | oC,y,z)ds, 
S 


AN->oo /=1 
每 个 AS 一 ”0 


得 到 这 整个 面 的 总 质量 。 
关于 这 个 面积 分 再 举 一 个 更 简单 的 面积 分 例子 是 
jas, 
S 


这 个 积分 可 作为 计算 $ 表面 积 的 方法 。 








计算 面积 分 


既然 已 经 定义 了 面积 分 ， 现 在 的 任务 是 必须 建立 计算 它 的 方法 。 为 了 简单 起 
见 ， 将 人 研究 式 ( 卫 -7) 形式 的 面积 分 ， 这 里 被 积 函 数 是 一 个 给 定 的 和 天 量 消 数 ， 而 
不 是 稍微 复杂 的 式 〈[ -5) 的 形式 。 这 样 做 将 不 会 失去 一 般 性 ， 对 于 所 有 得 到 的 
结 采 部 可 应 用 于 式 〈 -5) 形式 的 积分 ， 只 需 在 出 现 G(x, y,，z) 的 地 方 用 F 
(x，Yy，z) .天 去 雁 代 即 可 。 

为 了 计算 这 个 积分 








| CC,7,z) ds 


S 
[ 它 是 关于 面 z=f(x,，y) ( 见 图 了 -11) 上 的 一 部 分 5 的 积分 ]， 回 到 面积 分 
[方程 (TI -8)] 的 定义 。 我 们 的 策略 是 取 AS 在 x0y 平面 上 的 投影 AR ， 如 图 
[ -12 所 示 。 
这 样 做 就 能 使 得 用 一 个 一 般 的 在 RR 上 的 二 重 积 分 去 表示 在 $ 上 的 面积 分 ， 
其 中 RR 是 5 在 x0y 平 面 上 的 投影 ， 如 图 了 -11 所 示 。 
将 AS, 和 AR 联系 起 来 是 不 困难 的 ， 因 为 如 果 想 用 到 As 时 (例如 任意 平 
15 








散 度 、 旋 度 、 梯 度 释义 (图 解 版 ) 








图 -11 图 -12 


面 的 面积 ) 能 用 一 组 矩形 来 近似 ， 并 且 可 以 达到 任意 的 需要 的 精确 度 ， 如 图 
-13 所 示 。 由 于 这 个 原因 ， 只 知 找 到 和 矩形 的 面积 和 它 在 x0y 平面 上 的 投影 的 关 
系 。 因 此 ， 考 虑 放置 一 个 一 组 对 边 和 xOry 平面 平行 的 矩形 ( 见 图 卫 -14)。 如 果 
令 这 些 边 的 长 为 a， 那么 显然 它们 在 x0y 平面 上 投射 后 的 长 度 也 是 c。 但 是 ， 另 
一 对 长 度 为 上 的 边 ， 它 的 投影 后 的 长 度 为 六， 一 般 地 ，2 和 凡是 不 等 的 。 因 此 ， 
为 了 使 矩形 的 面积 ab 和 投影 后 的 面积 ab' 相 联系 ， 必 须 用 5b' 表 示 6。 这样 做 很 容 
易 ， 因 为 如 果 9 是 图 下 -14 所 示 的 角 ， 可 得 到 65=6b'/cos06， 故 























CQ 


cos0° 
如 果 令 hn 表示 和 窍 形 的 单位 法 向 量 ， 那 么 很 容易 得 到 cos0 =hn .kk， 这 里 是 z 
轴 正 半 轴 上 的 单位 辐 量 。 因 此 ， 





ab’ 
九天 





ab = 
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由 于 面积 AS, 能 用 这 样 的 矩形 近似 到 任意 的 精确 度 ， 那么 有 


AR, 
0 .Kk 


当然 ， 其 中 和 是 第 1 平面 的 单位 法 向 量 。 
现在 ， 重 新 写 出 面积 分 | 方程 (了 -8)|] 的 定义 为 


| ee», z) dS = lim S Css) et x (I[[ -9) 


八 一 oo 全 | 











每 个 AR 一 ”0 
这 里 “每 个 AS 一 0” 用 与 它 等 价 但 比 它 更 合适 的 “每 个 AR -0” 所 代替 。 现 
在 ， 显 然 是 在 用 一 个 在 六 上 的 二 和 草 积 分 去 改写 在 S$ 上 的 面积 分 。 事实 上 ， 


G(X ,Yi ,21) G(X,Y,2) 
0 


每 个 AR 一 ”0 
这 里 h(x, y, z) 是 曲面 5S 在 点 (x, y,z) 处 的 单位 法 癌 量 。 这 是 一 个 在 R 上 
的 二 重 积 分 ， 使 其 变化 的 是 在 G 和 有 中 多 了 z。 显 然 ， 在 x0y 平面 上 一 个 区 域 的 
二 重 积 分 无 权 包 含 任何 的 z 项 。 其 实 z 分 量 是 可 以 去 挥 的 ,， 由 于 (x, y, z) 是 5 
上 一 点 的 坐标 ,， 故 z=f (x,，y)。 用 方程 ( 卫 -10) 来 求 积分 已 经 很 复杂 ， 为 了 避 
人 饮 这 一 情况 加 剧 ， 可 以 去 挥 被 积 函数 中 显 而 易 已 的 z 分 量 ， 并 与 成 


EA 
ja dy (IT-11) 


我 们 要 满怀 信心 ， 在 大 多 数 情况 下 ， 这 个 被 积 函 数 能 很 快 地 被 简化 为 某 些 更 
简单 和 更 好 的 形式 ， 这 一 事实 将 用 下 面 的 例子 来 前 述 。 在 这 一 点 ， 引 进 单位 法 向 
量 的 表达 式 [方程 (了 -4) ] 。 有 


九天 = 














1 
VI + (0f/9x) + (0f/9y) 
日 方程 (I-11) 变 成 


[essas= ors pr) fi (0) [9] ao。 (12) 


因此 , 在 S$ 上 G(x, y, z) 的 面积 分 已 经 被 表示 为 在 R 上 看 起 来 混乱 的 限 数 的 二 
重 积 分 , R 是 5 在 x0y 平面 上 的 投影 。 正 如 上 面 所 提 到 的 ， 实际 上 这 个 积分 通常 
没有 像 它 写成 方程 (I-11) 或 方程 ( 卫 -12) 那样 复杂 。 从 下 面 给 出 的 例子 中 你 
将 看 到 这 一 点 。 
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散 度 、 旋 度 、 梯 度 释义 (图 解 版 ) 





首先 ， 计 算 面 积分 ‖(x +z)ds， 这 里 5 是 平面 x*+y+z=1 在 第 一 卦 限 中 的 
S 








部 分 ， 如 图 耳 -15a 所 示 。5S 在 x0y 平面 上 的 投影 是 在 图 中 所 示 的 三 角形 尺 。S 的 
方程 可 写 为 





图 开 -1S a) 


z=f(%,y) =1 -x—y, 


由 此 得 到 
of _0f __) 
Ox 07 
所 以 
1 + (0) 
因此 


| +2z)dS -| +2z)dxdy 
5 R 


=B3 | (+1 -x-y)drdy=B3 | (i —y) dxdy。 
R R 








这 里 我 们 已 经 使 用 了 z=1 -x-y。 这 是 一 个 简单 的 二 重 积 分 ， 其 值 为 1 /V3， 读 
者 应 该 能 自己 证 明 。 
第 二 个 例子 是 计算 面积 分 





| 2ds， 
5 


这 里 $ 是 球 心 为 原点 半径 为 1 的 球 的 =， 如 图 -15b 所 示 。5 在 xOy 平面 上 的 投 
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影 ( 即 R) 是 1/4 圆 所 围 成 的 闭 区 域 。$ 的 方程 是 x +y? +z =1, 或 





z=f(%,y)= 十 V1 一 和 -y。 





然后 得 到 


故 








这 里 , 已 经 使 用 了 x +y +z =1。 因 此 ， 


| #5 和 | #2-aray 二 | zaxay, 
5 R “ R 


用 x，y 蔡 换 z， 有 





| #5 SS | y= — ydxdy。 
5 R 





这 是 一 个 很 名 见 的 二 重 积分 ， 读 者 应 该 能 目 己 证 明 它 的 值 为 mr/6。 [提示 : 转化 


成 极 坐标 : x =rcosg0，y = rsin0， 然 后 这 个 积分 就 简单 了 。 





需要 强调 的 是 即将 进行 的 讨论 是 基于 这 样 的 假设 ， 即 $ 由 形式 为 z=f(x，y) 








的 方程 所 插 述 ; 在 这 样 的 情况 下 ， 一 个 面积 分 被 转化 成 一 个 x0y 平面 上 菏 一 区 域 
的 二 重 积 分 。 但 也 有 这 样 的 情况 可 能 发 生 ， 即 一 个 给 定 的 曲面 更 容易 由 一 个 形式 





为 Y=g (x，z) 的 方程 所 摘 述 ， 如 图 -16a 所 示 。 如 采 是 这 样 ， 那 么 


散 度 、 旋 度 、 梯 度 释义 (图 解 版 ) 


| errs)as= | GLats,s) | /i + [3] + [2 ad 














图 开 -16 a) 
这 里 , RR 是 x0z 平面 上 的 一 个 区 域 。 类 似 地 ， 如 果 有 一 个 曲面 由 x =h (y，z) 所 
描述 ， 如 图 开 -16b 所 示 ， 那 么 有 


ee- ea ,1,2 1+ (9 + 的 | dydz。 


在 这 种 情况 下 , R 是 y0z 平面 上 的 一 个 区 域 。 最 后 ,一 个 曲面 可 以 有 许多 部 分 ， 
则 可 以 方便 地 将 其 不 同 的 部 分 投影 到 不 同 的 坐标 平面 。 





图 I-16 b) 


为 了 计算 形 如 方程 (I -5) 的 面积 分 ， 即 
| Fiqs, 
S 


仅仅 用 FF .让 去 替换 方程 (I -12) 中 的 G， 得 到 


Ls Ra = | /1 + (3 fj: (a) a 
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如 果 现 在 用 方程 ( 卫 -4) 详细 地 写 出 ， 则 发 现 平方 根 的 因 式 相抵 ， 有 
jz hids= | | -PL y f(x,y) ot - 
S R 


Flsy fs) BL + Ealesy fry) 1 drdye (I-13) 


当 S 由 y=g (x, z) 或 x=h(y, z) 给 出 时 ， 它们 一 定 分 别 被 投影 到 x0z 和 
y0z 平 面 区 域 ， 我 们 把 写 出 类 似 公 式 的 工作 留 给 读者 。 
上 一 个 方程 (I-13) 太 过 复杂 了 ， 但 是 ， 同 之 前 一 样 ， 在 大 多 数 情 况 下 它 


能 被 很 快 地 化 简 为 某 种 简单 的 形式 。 例 如 ,假设 去 计算 | . jdS， 这 里 
S 











F(x, y, 2z) =iz -jy+kx 且 S 是 平面 x+2y+2z=2 由 坐标 平面 所 限制 的 一 部 分 ， 
也 就 是 图 耳 -17a 中 所 示 的 和 斜 身 的 三 角形 。 所 选取 的 法 回 量 半 从 原点 指 回 外 ， 如 
图 了 -17a 所 示 ， 且 将 5 投影 到 xOy 平面 上 。 有 





图 开 -17 a) 


| = 


故 

a 1 

一 二 一 一 ,一 -二 —1], 

OX 2 Oy 
也 有 

多 
/= y,F,=%。 

因此 
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这 个 积分 所 取 区 域 R 如 图 了 -17b 所 示 。 因 此 这 个 问题 被 转化 为 一 个 相当 简单 的 
二 重 积 分 的 计算 问题 ， 并 且 读 者 自己 应 该 能 算出 结果 (答案 是 172 ) 。 


| 


1 














图 I-17 b) 


作为 第 二 个 例子 ， 假 设 
F(x,y,z2) =ixz + kz’”, 


设 $ 是 一 个 球面 的 1/8， 如 图 卫 -15 所 示 。 那 么 z=f(x,y) = V1-x -yy, 且 已 
经 证 明了 ( 见 书 第 19 页 ) 


因此 ， 
| ehas = | | -jt J] | 241- 7) drdy 
S R RR 
= ja —y*) dxdy = | axay - in 
R R R 


这 里 尺 是 一 个 1/4 圆 ， 如 图 下 -15 所 示 。 pe 个 积分 驶 是 半径 为 1 
的 1[4 圆 的 面积 ， 因 此 它 等 于 4。 第 二 个 积分 通过 引进 极 坐 标 来 求解 。 有 


| y dxdy = | | | 广 sin“grdrdb 
= 三 sin“0d0 | rdr, 


这 里 + 和 9 的 积分 部 是 很 简单 的 ， 并 且 读 者 应 该 没有 问题 证 明 这 个 表达 式 等 于 
T/A/16。 因 此 











| eR 
S 
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| FG,y,2) ‘nds (下 -14) 
5 





的 积分 有 时 被 称 作 “ 环 的 通 量 ”。 因 此 ， 高 斯 定理 [方程 (I-1)] 说 明 静 电场 
在 某 个 财 曲面 的 通 量 等 于 被 包围 在 内 的 电荷 除 以 so。 

为 了 理解 在 本 书 中 ftux ( 通 量 的 拉丁 文 ) 这 个 词 的 意义 ， 用 矢量 微 积 分 的 知 
识 能 得 到 更 好 的 直观 效 末 ， 考 虑 一 个 密度 为 p， 速 度 为 " 的 流体 ， 要 求解 流体 在 
Ai 时 间 内 穿 过 一 个 和 流动 方 品 垂直 的 面积 为 AS 的 区 域 的 总 质量 。 显 然 ， 在 一 个 
长 度 为 vAt， 底 面积 为 AS 的 圆柱 体 中 ， 所 有 的 流体 将 在 At 时 间 内 穿 过 AS ( 见 
图 卫 -18)。 这 个 圆柱 的 体积 是 vAtAS， 且 它 包 含 全 部 的 质量 为 pvA1AS。 除 以 At 
得 到 流动 速率 。 因 此 ， 























Us 


A 


图 [I-18 


(通过 AS 的 流动 速率 ) =pzAS。 
现在 考虑 一 种 稍微 复杂 的 情况 ， 区 域 As 和 流动 的 方向 不 垂直 〈 见 图 下 19 ) 。 
At 时 间 内 通过 AS 的 物质 的 体积 就 是 图 中 所 示 的 小 和 斜 圆 柱 的 体积 。 体 积 是 
vAtAScosG6， 这 里 0 是 和 失 量 速度 ”和 美的 夹 角 ,， 让 是 垂直 于 AS 的 单位 问 量 有 旦 指 问 
短 圆 柱 的 外 侧 。 但 是 vcosg =v. hn。 所 以 两 边 乘 以 p 除 以 At， 有 
(通过 As 的 流动 速率 ) =py“' 7HAS。 


\ 
\ 
1 
) 一 [4 
/ 
/ a0 
2 n 
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最 后 , 考虑 一 个 在 包含 流动 物质 的 空间 中 某 个 区 域内 的 曲面 5 
( 见 图 五 -20)。 用 一 个 多 面体 来 近似 这 个 曲面 。 由 上 面 的 讨论 ， 物 质 流 过 多 面体 
第 /个 平面 的 速率 近似 是 
PX1s VIZ VK, YZ1) * RAS 





图 I-20 


这 里 ，(xj,y1，z1) 是 和 S$ 相 切 的 第 /个 平面 的 点 的 坐标 ， 且 有 h 是 与 第 1 个 





平面 垂直 的 单位 向 量 。 对 所 有 平面 求 和 并 取 极 限 ， 有 


(通过 AS 的 流速 ) = p(w,y,z) vx,y,z) :fds。 





如 果 $ 正好 是 一 个 闭 曲面 ， 有 从 它 所 包围 的 体积 流出 的 净 流 速 ， 这 样 你 能 确信 这 
个 积分 是 正 的 ， 如 果 有 一 个 流入 的 净 流 速 ， 这 个 积分 是 负 的 。 
如 果 在 上 一 个 方程 中 ， 号 成 
FP(w, ys2) SD YZ) Vy)y 

那么 在 形式 上 这 个 积分 被 看 成 与 方程 (I-14) 相同 。 因 此 ,任何 如 方程 
( 卫 -14) 形式 的 积分 被 称 作 “F 在 曲面 S$ 上 的 通 量 *"， 其 至 当 也 数 不 是 密度 与 
速率 乘积 的 时 候 ! 关于 通 量 强调 这 一 点 尽管 可 能 有 些 不 妥 ， 然 而 它 给 出 了 一 个 对 
于 高 斯 定理 在 儿 何 和 物理 上 的 好 的 描述 电场 从 一 个 附着 电荷 的 面 流 出 ， 通 量 与 
所 包围 的 净 电 和 荷 量 成 正比 。 注 意 : 这 不 是 从 字面 意义 上 说 的 。 在 流体 流动 的 意义 
上 来 说 ， 电 场 是 不 流动 的 。 它 仅仅 是 帮助 我 们 理解 高 斯 定理 的 物理 意义 所 用 的 形 
象 化 语言 。 




















应 用 高 斯 定理 来 电场 强度 


已 经 拒绝 了 电场 强度 五 的 两 个 表达 式 [方程 (1-4) 和 方程 (1-7) ] ， 发 现 
所 剩 的 唯一 方法 是 高 斯 定理 ， 它 能 提供 一 种 好 的 一 般 性 的 计算 电场 的 方法 。 但 它 
24 
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不 像 方程 (1 -4) 和 方程 ( 工 -7) 那样 ， 它 对 于 E 不 是 一 个 明确 的 表达 式 。 它 不 
是 表示 成 “E 等 于 什么 ”， 而 是 表示 成 “E 的 通 量 (五 的 法 向 分 量 的 面积 分 ) 等 
于 什么 ”。 因 此 ， 为 了 应 用 高 斯 定理 ， 必 须 把 巨 解 出 来 。 除 此 之 外 ， 在 某 些 情况 
下 也 可 用 高 斯 定理 来 计算 电场 强度 ， 正 如 下 面 的 例子 。 

考虑 一 个 放 在 坐标 系 原点 的 点 电 傈 9。 考虑 到 对 称 的 因素 关于 它 的 电场 有 两 
个 方面 要 求 . 

(1) 它 必须 在 问 径 方向 ( 即 它 必须 直接 指 问 原点 或 直接 从 原点 问 外 指 )， 
(2) 对 一 个 中 心 在 原点 的 球面 上 的 所 有 点 ， 它 必须 有 同样 的 长 度 。 用 符号 表 
示 ， 有 EE=e,Ek (r)， 这 里 6, =7r 太 是 一 个 向 径 方向 的 单位 向 量 。 因 此 ， 高 斯 定 
理 变 成 























| EG)é, :hdS =q/s0. 
S 


对 于 曲面 S$， 如果 选 择 一 个 球 心 在 原点 半径 为 + 的 球 ， 稍 加 思考 便 知 让 =6,， 所 
以 让 .8 =1 生 有 





| ECr) ds=4/so. 


S 
如 果 认 为 > 是 球面 $ 上 的 一 个 解数 ， 求 这 个 积分 是 不 重要 的 。 这 意味 春 已 (r) 也 
是 $ 上 的 一 个 常数 且 有 2 


| ECr)as=E() as =4m2E(C7) ea 











5 5 
由 此 ， 
1 4 
EE — = 
(7) 47e0 产 ” 
且 
ee 
CE 4Te0 7 


这 与 方程 (1 -2) 一 致 。 

从 这 个 例子 能 看 到 当 应 用 高 斯 定理 来 计算 电场 强度 时 ， 十 分 依赖 于 它 的 对 称 
性 。 实 际 上 ， 使 用 高 斯 定律 的 表达 式 时 ， 方 程 (I-1) 比方 程 (1 -4) 和 方程 
(1 -7) 和 需要 更 加 对 称 和 简单 的 电场 分 布 。 这 是 因为 用 定理 的 表达 式 计算 电场 时 总 











加“” 像 这 样 的 捷径 经 常 使 得 我 们 可 以 不 使 用 上 述 讨论 的 方法 来 计算 面积 分 成 为 可 能 。 更 多 的 例子 将 在 
习题 下 -10 中 给 出 。 
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共 分 三 种 情况 (包括 它们 的 组 合 ) : (1) 电 奇 呈 球 形 对 称 的 分 布 (上 面 的 点 电 和 葆 
是 一 个 特例 ) ，(2) 一 个 无 限 长 的 圆柱 形 对 称 分 布 (包含 无 限 长 均匀 分 布 的 电场 
线 ) ，(3) 一 个 无 限 大 的 块 状 电荷 (包含 一 个 特例 ， 一 个 无 限 均匀 电荷 平面 )2 。 
方程 (了 -1) 的 实际 价值 是 它 能 够 变形 为 一 种 更 加 有 用 的 形式 。 

那么 是 什么 使 得 很 难 通 过 方程 ( 卫 -1) 去 求 5? 假设 正在 计算 机 上 进行 数值 


计算 并 且 希 望 去 估计 | E. hds 的 值 。 求 积分 值 的 标准 程序 是 去 用 和 式 估计 它 
S 








们 ， 因 为 毕竟 积分 是 一 个 和 的 极限 ， 所 以 这 么 做 是 很 显然 的 。 因 此 ， 假 如 将 平面 
S 分 成 10 个 部 分 ， 那 么 方程 (I-1) 的 一 个 近似 式 为 
10 
E,: hl/AS~q/eo, 
=] 


这 里 E, 是 EE 的 值 ，# 是 第 1 部 分 上 某 人 处 的 单位 法 向 量 。 从 这 去 求 E 的 希望 很 少 
或 几乎 没有 : 它 是 一 个 含 10 个 未 知 量 百 ，E,，…，Ejo 的 方程 。 此 外 ， 即 便 求 
出 结果 也 很 可 能 不 是 非常 精确 的 。 为 了 提高 精度 ， 我 们 可 以 求 100 项 的 和 而 不 只 
是 10 项 ， 得 到 











100 
> Lp N/AS,~q/e0。 


i=1 
这 样 就 精确 得 多 了 ! 但 也 越 来 越 无 希望 了 ， 因 为 它 是 一 个 含 100 个 未 知 量 的 
方程 。 甚 至 更 精确 (更 无 名望 ) 是 


中 2ds = g/eéy0, 
5 








这 是 一 个 有 无 穷 多 个 未 知 量 的 方程 。 当 然 ， 这 些 未 知 量 是 在 每 一 个 平面 SO 上 的 
无 数 多 个 点 处 五 .美的 什 。 

现在 已 经 摆脱 了 方程 ( 工 -1) 的 麻烦 它 涉及 一 整个 平面 和 在 无 穷 多 个 点 处 
五 :天 的 值 。 如 采用 荣 种 方式 我 们 能 解决 “在 某 个 单独 的 点 处 的 通 量 ” (无 论 它 
表示 什么 ) 而 不 是 通过 一 个 平面 的 通 量 ， 那 么 可 能 高 理 定 理会 变 得 容 多 处 理 一 
些 。 怎 样 才 能 做 到 呢 ? 为 了 简化 问题 ， 让 一 组 同心 球 元 S1 ，5,，53 等 将 某 个 点 
PP 包围 ( 见 图 了 -21)， 并 且 计 算 通 过 每 个 球 的 通 量 Bi ，VB,，D; 等 。 试 网 去 定 
义 “ 在 点 尸 处 的 通 量 ” 是 以 尼 为 中 心 的 越 来 越 小 的 元 的 通 量 的 极限 值 。 

















名 “这 些 例 子 在 习题 T-11、I-12、I-13 中 给 出 。 
全 ”由 高 斯 定理 生成 的 检验 出 一 个 点 电荷 场 强 的 表达 式 的 原因 是 在 那 种 情况 下 的 对 称 性 证 明了 许多 无 
穷 大 的 未 知 元 都 相同 。 这 使 得 高 斯 定理 变 成 一 个 一 元 的 方程 。 
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图 [I-21 











这 听 上 去 不 错 ， 有 了 令 人 振奋 的 数学 方法 来 解决 它 。 不 洱 的 是 它 不 起 作用 ， 
因为 (假设 电 奏 密 度 是 处 处 有 限 的 ) 一 连 串 的 通 量 按 照 上 面 指 述 的 方法 计算 ， 
在 任 一 点 尸 处 都 接近 于 0。 这 很 显然 ， 由 于 平面 退化 成 一 个 点 ， 通 过 面 的 通 量 趋 
于 0。 目 的 是 找到 一 种 方法 去 确定 一 点 处 的 通 量 ， 并 由 此 了 解 在 那个 点 处 的 场 ， 
由 于 无 论 这 场 有 可 能 是 什么 ， 在 任意 一 点 处 得 到 的 都 是 0， 显 然 没 能 得 到 想 要 的 


= 
第 














当面 退化 成 一 个 点 通 量变 成 0 这 个 事实 ， 尽管 是 显然 的 ， 但 给 出 一 个 物理 学 
家 的 粗 线 条 地 证 明 是 有 用 的 ， 这 个 证 明 就 如 同 如何 火 中 取 栗 。 为 了 这 个 目的 ， 注 
意 到 如 果 5 为 体积 为 AV 的 某 个 区 域 的 电荷 平均 密度 的 符号 [方程 (1 -5)]， 
那么 在 AV 中 的 全 部 电荷 是 pyAV。 因 此 ， 高 斯 定理 [方程 (了 I-1)] 可 以 写成 


| E :has=paAV/e, ( -15) 
S 


这 里 ， 如 图 卫 -22 所 示 ， 面 积分 取 自 包围 体积 AV 的 面 $。 从 这 个 表达 式 [方程 
(了 -15)] ， 能 看 到 





AV a 
-2 


图 I-22 


呆 言 的 有 效 性 : 当 $-*0， 被 包围 的 体积 AV 当然 一 定 也 趋 近 于 0。 因 此 ， 通 量 也 
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趋 于 0 且 断 言 被 证 明 9。 不 仅 给 出 了 一 个 证 明 ， 而且 ( 正 是 在 这 一 点 上 ) 现在 能 
分 离 出 一 个 当 5 0 时 不 会 消失 的 量 。 方程 ( -15) 除 以 AV， 有 


nw) fidS = pay/eoo 


尽管 它 可 能 使 用 不 方便 也 不 讨 人 喜欢 ， 并且 仍 包 含 E 在 整个 面 上 的 积分 ， 然 而 
这 个 表达 式 却 接近 于 所 想 要 的 。 现 在 ， 如 果 关 于 AV 内 坐标 为 (x,，y，z) 的 某 
点 当 5 趋向 于 0 时 取 极 限 ， 那 么 正如 从 方程 (1-6) 中 所 看 到 的 那样 ， 平 均 密 度 
pay 接近 于 在 点 (x，y，z) 处 的 密度 p (x，y，z) ， 且 有 


,| E .Ads=p(,y,2)/e (|[ -16) 
关于 (x,y,z) “ 

这 个 表达 式 看 起 来 很 复 淋 ， 它 是 否 有 任何 的 实际 用 途 取 决 于 能 否 把 左边 的 形式 努 

力 化 简 为 看 上 去 简单 并 有 旦 至 少 可 以 被 计算 的 形式 。 现 在 转 癌 这 个 任务 。 























散 度 





考虑 任意 一 个 和 失 量 也 数 F(x,，y，z) 的 面积 分 : 


| We Nad 

S 
当 在 某 点 处 体积 缩小 趋 于 0 时 ,我 们 将 研究 这 个 积分 与 由 面 $ 所 围 成 的 体积 的 比 
值 ， 方程 (了 -16) 中 出 现 的 就 恰恰 是 这 类 型 的 量 。 由 于 这 个 极限 非常 重要 ， 所 
以 给 它 取 个 名 字 并 用 专门 人 符号 表示 。 它 叫做 散 度 F 且 记 为 divF。 因 此 ， 


1 、 
divF= lim 和 由己， hds。 (IT-17) 


大 于 (wy 2) 
显然 ， 这 个 量 是 一 个 标量 。 此 外 ,， 通 稼 它 在 不 同 的 点 (x, y, z) 有 不 同 的 值 。 


因此 ， 矢 量 函 数 的 敌 度 是 位 置 函 数 的 标量 。 
现在 ,方程 (了 -16) 能 写成 
divE =p/e0。 (下 -18) 
然而 ， 在 这 个 阶段 ， 这 个 新 记号 仅 具 有 装饰 的 价值 ， 它 用 来 帮助 类 化 一 个 复杂 的 
方程 。 关 于 计算 通 量 与 围 成 的 体积 的 比值 的 极限 中 是 否 有 实际 用 途 和 能 合理 简单 
地 将 它 表 示 为 茶 种 侦 导 数 形式 的 讨论 中 ， 它 是 否 有 实际 价值 也 是 讨论 的 关键 。 然 
而 ， 在 开始 计算 之 前 ， 值 得 一 提 的 是 如 果 按 照 专 业 语 言 ， 将 方程 (I-18) 解 


























加 ”如果 这 个 系统 包含 点 电 傈 ， 这 样 的 推理 和 结论 将 一 定 会 被 改变 。 
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释 为 场 从 茶点 发 其 ， 且 它 如 何 发 散 可 以 说 取决 于 用 密度 来 表示 的 那些 点 处 电 谷 的 


多 少 。 


下 一 步 是 寻找 上 述 的 矢量 函数 散 度 的 合理 简洁 的 表达 式 。 因 此 ， 考 虑 一 个 边 
长 为 Ax，Ay，Az， 平行 于 坐标 轴 的 小 长 方 体 S。( 见 图 开 -23) 。 设 小 长 方 体 的 中 
心 的 点 的 坐标 为 《x*，y，z) 。 在 长 方 体 的 表面 去 计算 的 面积 分 ， 考虑 这 个 积 
分 是 六 项 的 和 ， 每 一 项 是 长 方 体 的 一 个 平面 。 从 图 中 标记 为 5, 的 面 开始 考虑 。 
计算 


| ehas 
S1 





图 I-23 


现在 ， 显 然 和 这 个 平面 垂直 且 指 向 所 围 成 体积 外 部 的 单位 向 量 是 i。 因 此 ， 





由 于 五 "i= ， 有 本 述 积 分 化 为 
| Fx ,2) ds, 


S1 
由 假设 ， 这 是 个 小 长 方 体 (最 终 ， 当 它 退 缩 为 0 时 取 极 限 ) 。 因 此 ， 能 近似 地 计 
算 这 个 积分 ,在 面 5S1 中 心 估 计 FR, 乘 以 这 个 面 的 面积 ?2。S$ 中 心 的 坐标 为 
(x+AxX2，y，z)， 因 此 ， 








因此， 将 它 看 作 是 “cuboid”， 在 组 成 形式 上 比 “rectangular parallelepiped” 这 个 词 更 节省 时 间 和 
空间 。 

昌 ”基本 原理 如 下 : 由 中 值 定理 可 知 F, 在 $ 上 的 积分 等 于 Si 的 面积 乘 以 在 S 上 某 点 处 所 对 应 的 函 
数值 。 由 于 S51 很 小 ， 所 以 在 某 一 点 上 计算 Fh 与 在 中 心 点 处 计算 ,这 两 个 点 是 很 近 的， 那么 在 这 
两 点 上 计算 出 的 Fr, 值 一 定 是 几乎 相同 的 。 因 此 这 是 关于 积分 数值 计算 的 一 个 好 的 近似 方法 。 此 
外 ， 由 于 正方 体 退 化 为 0， 这 两 个 点 变 得 越 来 越 近 以 至 于 这 个 结论 [方程 (I-22) ] 取 极 限 后 是 
精确 的 。 
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散 度 、 旋 度 、 梯 度 释义 (图 解 版 ) 





| ecoraas=Ae + Jyh ([[ -19) 


同样 的 推理 应 用 到 相对 的 面 $，[ 它 问 外 的 法 癌 量 是 -i 且 中 心 在 (x -Ax/2,y， 
z) ] ， 则 有 


二 一 ,ze- 生 y, :jsyAz。 (下 -20) 


把 这 两 个 面 合 在 一 起 [方程 (了 -19) 和 方程 (I-20) ] ， 有 


F.ndS=|F a y, 2Z no y, z ||AyAz 
eas ~ [ee -ee 


91+92 
A + 和 5， y， -玉生 y ， :| 
= AxAyAz, 
Ax 


注意 到 AxAyAz = AV， 这 是 长 方 体 的 体积 ， 有 
] aE + 和 7] -玉生 
Rs | Fids~ 元 . (Ti 


91+92 
现在 ， 当 AV 趋向 于 02 时 ， 取 它 的 极限 。 当 然 ， 随 着 AV 趋向 于 0， 长 方 体 的 每 
条 边 也 都 趋 癌 于 0。 因 此 ， 方程 〈 开 -21 ) 的 右边 能 用 lim 去 代 蔡 lim ， 且 在 
(证 册 











lim x J F .ndSs-= i 


这 最 后 一 个 等 式 符合 俩 导数 的 定义 。 同 样 的 方法 ， 长 方 体 的 邦 外 两 组 相对 的 面 也 
可 以 得 到 9 /9y 和 9 .A/9z。 因 此 ， 


了 oF. 
linar) ri 于 本 
OX ee O02 




















正如 已 经 提 到 过 的 ， 这 个 方程 左边 的 极限 是 散 度 [方程 (了 -17)]。 因 此 ， 我 
们 证 得 





”注意 对 正方 体 为 外 四 个 面 的 计算 放 到 了 次 要 的 位 置 上 。 
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oF 0 0 ( [22) 
OX OY O02 
由 此 表明 这 个 结果 不 依赖 于 体积 的 形状 〈 见 习题 下 -17 ) 。 

使 用 方程 (了 -22) 去 求 一 个 矢量 函数 的 散 度 ， 是 一 件 很 容易 的 事情 ， 下 面 
来 看 一 个 例子 。 考 碟 函 数 


F(x,y,z2) =ix” +jxy +kyzo 


divF = 





有 











因此 ， 
divF =2x +xX +y =3x+7Yy。o 


现在 ， 回 到 静电 场 ， 将 方程 〈(I -18) 和 方程 ( 卫 -22) 合 在 一 起 得 到 
dE, a9E, oF 
x tay ee = p78 (下 -23) 
这 个 方程 比 刚 开 始 讨 论 的 方程 更 具有 一 般 性 ， 是 麦克 斯 韦 方程 组 中 的 一 个 ， 并 日 
它 与 高 斯 定理 [方程 (I-1) ] 是 完全 等 价 的 。 有 时 它 也 被 称 为 高 斯 定律 的 “ 微 
站 下 二 
现在 ， 几 乎 已 经 实现 了 目标 ， 因 为 已 经 将 静电 场 在 一 点 处 的 一 个 性 质 〈 即 
散 度 ) 和 在 那个 点 处 一 个 已 知 的 量 ( 电 俩 密度) 联系 起 来 。 从 某 种 意义 上 说 方 
程 ( 卫 -23) 可 被 看 作 一 个 含 三 个 未 知 量 (E,，E,，E,) 的 一 阶 〈 微 分 ) 方程 ， 
并 且 由 于 这 个 原因 ， 经 常 不 用 这 个 形式 来 求 电场 强度 。 然 而 ， 它 证 明了 E 的 三 
个 分 量 是 可 以 彼此 联系 在 一 起 的 ， 当 继续 研究 这 种 关系 时 ， 我 们 将 回 到 寻找 计算 
E 的 便捷 方法 这 个 问题 上 来 。 









































柱状 和 球面 坐标 系 下 的 散 度 








人 们 经 常 将 方程 ( 卫 -22) 视 作 矢 量 孙 数 到 为 散 度 的 定义 。 虽 然 ， 这 的 确 是 
可 以 接受 的 ， 而 我 们 更 愿意 用 方程 (了 -16) 所 陈述 的 通 量 与 体积 比值 的 极限 来 
定义 散 度 。 方 程 (有 -22) 只 是 取 目 第 卡 儿 坐标 系 下 散 度 的 形式 。 在 其 他 坐标 系 
中 ， 它 看 起 来 会 十 分 不 同 。 例 如 ， 在 柱 面 坐标 系 下 ， 函 数 丸 有 三 个 分 量 , Ff,， Fy 
和 天 [ 见 图 卫 -24a]。 为 了 得 到 在 柱 面 坐标 系 下 的 下 
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图 [-24 a) 





的 散 度 ， 考 虞 如 图 下 -24b 所 示 的 圆柱 体 ， 它 的 体积 AV=rArA9Az 且 中 心 在 点 





图 -24 b) 


月 


(r，6,，z)2。 通 过 标记 1 的 面 的 通 量 是 
人 Ar Ar 
| “ ndS = | ras~r (r+ 人 ,0 )(r+ jos 


而 标记 2 的 面 的 通 量 是 


外 Padas = -| Eas 
92 2 


a -mr 0 ， :](" -JAos:, 


把 这 两 个 结果 相 加 且 除 以 长 方 体 的 体积 AV， 有 





〇 ”注意 在 笛 卡 儿 坐 标 系 下 (如 图 五-23)， 正 方 体 的 每 一 个 面 是 由 形 如 x = 常数 ，y = 常数 或 z= 常数 
这 样 的 方程 给 出 的 。 用 同样 的 方法 ， 如 图 卫 -24b 中 每 一 个 面 是 由 形 如 r= 和 常数，0 = 常数 或 z= 常 
数 这 样 的 方程 给 出 的 
32 


第 开 章 面积 分 和 散 度 


1 和 和 | 国人 Am _ Ar， 
站 FPF. hds~ [r+ 7 jl 5 0,7]-( 7 je 5 ,0 
当 Ar (也 就 是 AP) 趋同 于 0 时 的 极限 为 


] 0 
ss 
ee 站 





在 其 他 四 个 面 中 用 类 似 的 方法 〈 见 习题 由 -18) ， 最 后 得 到 在 柱 面 坐标 系 下 的 散 


度 表 达 式 
divF = (rF,)+ i ee ([| -24) 


Tr 





1 
在 球面 坐标 系 中 ,FF 的 分 量 是 F,，Fo 和 和，( 见 图 卫 -25)， 类 似 地 推理 可 得 


表达 式 〈 见 习题 下 -21 ) 
rF 
(FF,)+ (singFs) + a (下 -25 ) 


rsing 





, ] 0 
divF = 二 一 
1V 本 


rsind 9 中 





深 机 管 
哈 笋 顿 和 肯 





接 下 来 将 介绍 表示 和 散 度 的 一 种 特殊 记号 。 如 琳 引 进 它 仅 仅 是 提供 为 外 一 种 表 








示 散 度 的 方式 ， 那 就 没什么 意义 了 ， 我 们 将 会 看 到 的 是 它 在 矢量 的 计算 中 是 非常 


有 用 的 。 
用 下 面 这 个 方程 定义 量 V( 读 作 del) : 


如 果 求 V 和 某 个 矢量 函数 五 =iF,+jF, + 的 数量 积 ， 则 有 
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散 度 、 旋 度 、 梯 度 释义 (图 解 版 ) 





0 9 0 
.Fi 9 po |. | 
V:F + 2 (2h J EE,) 
ee Fe es 
0% ™ Dd¥" Og 
现在 ,将 9/9x 与 的 “ 积 ” 解 释 为 偏 导 数 ， 即 
0 _oF, 





Ox * Ox 
对 于 另外 两 个 “乘积 ”(9/9y)Ff 和 (9/9z)F,， 也 有 类 似 的 方程 。 这 样 的 话 ， 
可 以 认为 VF (“del 点 乘 F”) 与 divF 相同 ， 并且 为 遵循 符号 的 使 用 规划， 用 
V .表示 和 散 度 。 因 此 , 方程 (上 L-18) 和 方程 (用 -23) 将 写成 
V*:E=p/eo。 
数学 家 将 形 如 V 的 符号 称 为 算 子 。 正 如 已 经 看 到 的 ， 当 用 V 点 乘 一 个 矢量 男 
数 时 ， 则 得 到 这 个 函数 的 散 度 。 在 后 绪 的 讨论 中 将 引进 为 外 三 个 量 (梯度 、 放 
度 和 拉 普 拉 期 算 子 ) ， 所 有 的 量 都 是 算 子 并 且 它 们 都 能 用 V 表 示 。 








散 度 定理 





在 这 一 草 的 剩余 部 分 中 ， 将 从 叙述 的 主线 中 脱离 出 来 ， 去 讨论 一 个 著名 的 定 
理 ， 它 证 明了 面积 分 和 体积 分 之 间 明 显 的 关系 。 尽 管 在 本 书 的 静电 学 部 分 ， 这 种 
天 系 已 经 被 提 及 ， 但 这 个 定理 是 在 一 般 环 境 下 用 数学 语言 描述 的 。 它 独立 于 任何 
物理 学 且 可 应 用 于 许多 不 同 的 领域 ， 叫 作 散 度 定 理 。 

本 书 并 没有 给 出 散 度 定理 严格 的 数学 证 明 ， 像 这 样 的 证 明 在 许多 高 等 微 积分 
的 书 中 都 可 以 找到 。 取 而 代 之 的 是 ， 本 书 提 供 由 物理 和 学 家 给 出 的 为 一 种 简单 的 证 
明 。 为 此 ， 考 虑 一 个 封闭 的 面 $。 将 由 5 所 围 成 的 体积 V 任意 地 分 成 NN 个 小 体 
只， 每 一 个 如 图 下 -26 所 示 (为 了 人 简洁 夯 一 个 立方 体 )。 利 用 任意 矢量 函数 
有 (x，y，z) 通 过 面 $ 的 通 量 等 于 通过 每 个 小 体积 的 面 的 通 量 的 和 ， 我 们 可 以 开 











图 贡 -26 


第 开 章 面积 分 和 散 度 





始 证 明 : 
[ins= Ee ( I -26) 


这 里 $ 是 包围 小 体积 V 的 面 。 为 了 建立 方程 (了 -26)， 考 处 两 个 相 邻 的 小 体积 
( 见 图 卫 -27)。 





设 它们 的 公共 面 为 %。 如 图 下 -27 通过 标记 为 1 的 小 立体 的 通 量 ， 当 然 包 括 通过 
So 的， 为 


| FAs, 

S0 
这 里 有 是 一 个 垂直 于 面 Su 的 单位 癌 量 ， 并 且 按 照 通 常 的 习惯 ， 它 从 小 立体 1 的 
内 部 指 回 外 部 。 通 过 标记 为 2 的 小 立体 的 通 量 也 包括 来 日 Su 的 ,为 


中 到 .让 ds。 
90 
矢量 fh, 是 一 个 从 小 立体 2 的 内 部 指 癌 外 部 的 单位 法 癌 量 。 显 然 ,， fi, = -有 i,。 因 
此 ， 在 方程 (I -26) 的 和 式 中 ， 有 这 么 一 对 关系 
je:Fiast Fias= jr :a ds- | FAhds=0, 
S0 90 So S0 
这 些 量 彼 此 相 消 ， 并 且 面 Su 它们 对 方程 (I-26) 中 的 和 式 没 有 贡献 。 事 实 上 ， 
显然 这 类 抵消 的 关系 将 会 出 现 于 任何 相 邻 小 立体 的 面 。 除 了 部 分 外 部 面 S$， 所 有 
的 小 体积 通常 都 是 两 个 相 邻 的 小 立体 。 因 此 ， 在 方程 (I-26) 的 和 式 中 仅 有 的 
项 ， 即 将 来 目 这 些小 立体 面 的 和 相 加 构成 面 S。 这 证 实 了 方程 (I-26) 的 正 
硼 性 。 
现在 将 方程 (了 -26) 重 写 成 下 面 的 形式 : 














| ss > [a ras] (下 -27 ) 
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显然 ， 由 于 仅 用 这 个 和 式 的 每 一 项 除 以 面 $% 所 围 成 的 小 立体 AV 之 后 又 乘 以 
AV,， 这 并 没有 改变 什么 。 现 在 ， 可 以 想象 将 原来 的 体积 V 分 割 成 大 量 的 越 来 越 
小 的 小 体积 。 换 言 之 ， 当 小 的 分 割 部 分 的 数量 趋向 于 无 穷 多 ， 上 是 每 一 个 AV, 趋向 
于 0 时 ， 取 方程 (上 -27) 中 和 式 的 极限 。 我 们 认识 到 ， 根 据 定义 方程 ( 卫 -27) 
中 方 插 号 内 的 量 的 极限 是 ( V. F),， 即 当 AV, 退化 为 点 时 , 在 此 点 处 的 散 度 。 
因此 ， 对 于 每 个 很 小 的 AV,, 方程 (了 -27) 可 以 写成 

















N 
JF:ias~= (VF)AV,. (I -28) 
S 人 三 寺 
而 且 再 次 根据 定义 ， 这 个 和 式 的 极限 是 V .FF 在 由 S 所 围 成 的 体积 上 的 三 重 积 分 . 
N 
lim 之 (Y FA = vrav. (I -29) 
每 个 Apr 0 
把 方程 〈I-26) 到 方程 〈(I-29) 放 到 一 起 ， 得 到 的 结果 是 . 
je:aas= fv: Farv. (1-30) 
S V 


这 是 散 度 定理 。 用 文字 来 说 ， 它 表示 通过 某 个 封 财 面 的 天 量 函 数 的 通 量 等 于 那个 
孔 数 在 由 这 个 面 所 围 成 的 体积 上 的 散 度 的 三 重 积分 。 
上 面 给 出 的 证 明 是 不 严 间 的 ， 主 要 原因 是 三 重 积 分 是 被 定义 成 一 个 形式 为 
> 8g (X,Y1,21) AV 


的 和 式 的 极限 ， 这 里 函数 g 是 已 知 的 。 然 而 ， 在 方程 (I-27) 中 ， 某 种 意义 下 ， 
和 式 中 的 每 一 项 乘 以 体积 量 AV, 不 是 一 个 已 知 渔 数 。 即 当 AV, 趋向 于 0 时 ， 在 方 
括号 中 的 量 会 改变 ; 在 取 极 限时 它 仪 仅 被 看 作 是 玉 的 散 度 。 如果 ( 即 F,,， FF， 
Ff.) 是 连续 且 可 微 的 ， 并 且 在 V 和 SsS 上 它 的 一 阶 导数 是 连续 的 ， 一 个 仔细 、 严 
谨 的 证 明 将 显示 方程 (了 -30) 是 正确 的 ， 
现在 ， 举 例 来 说 明 散 度 定理 。 由 于 太 复 杂 的 积分 将 不 适合 我 们 的 目的 ， 现 在 

使 用 一 个 简单 的 例子 。 设 

F(x,y,z) =ix +Jy +kz 
且 选 取 面 $ 如 图 卫 -28 所 示 ， 它 由 半径 为 1 的 半球 壳 和 xOy 平面 上 由 单位 圆 所 用 
成 的 区 域 R 所 构成 。 在 半球 上 ， 有 让 =ix +jy+kz， 故 久 .FF=x?+y + =1， 
因此 ， 在 这 个 半球 上 ， 

| Pads= ‖ as=27, 
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图 I-28 


这 里 上 一 个 等 式 齐 循 了 这 样 一 个 事实 : 积分 仅仅 是 单位 半球 的 表面 积 。 在 区 域 R 








上 ， 有 有 = -kk， 故 及 .了 = -z。 因此, 在 R 上 ， 


jr 1dS = - ‖ zdxay =0 
因为 在 R 的 每 一 处 z=0。 因 此 ， 对 来 日 于 圆 形 区 域 的 面积 分 是 没有 页 献 的 ， 且 


| F .ndS=27, 
S 








下 面 通过 计算 有 V :下 =3。 那 么 


vy Fdy = sv- 3 27, 


这 里 利用 了 单位 半球 的 体积 是 21/3。 自 于 面积 分 和 体积 分 是 相等 的 ， 这 样 就 证 
明了 方程 〈(I-30) 。 


散 度 定理 的 两 个 简单 应 用 





作为 散 度 定理 应 用 的 一 个 例子 ， 我 们 给 出 方程 ( 卫 -18) 的 蔡 代 推导 ， 用 散 
度 定 理 去 分 析 它 。 换 言 之 ， 如 来 已 经 知 违 散 度 定理 再 去 学 习 方程 ( 卫 -18)， 于 会 
是 多 么 们 单 | 


从 形式 为 


je.#as== fpav (I -31) 
5 “0 


的 高 斯 定理 开始 。 下 面 将 散 度 定理 应 用 到 上 面 方程 的 面积 分 中 ， 得 到 
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jE:aas= Jv: Eav. ( I -32) 
S V 
因此 ， 将 方程 (I-31) 和 (I-32) 联 立 ， 有 


ze- vy sav. 
一 般 地 ， 如 果 两 个 体积 分 相等 ， 被 积 函 数 不 一 定 相 等 ， 可 能 仪 在 特殊 的 体积 V 
上 的 积分 相等 ， 在 不 同体 积 上 积分 ， 就 不 一 定 相 等 了 。 然 而 ， 在 这 个 例子 中 ， 它 
不 是 真 的 ， 因 为 高 斯 定理 适用 于 任意 的 体积 V， 旦 不 能 通过 改变 体积 来 改变 它们 
相等 。 但 如 果 被 积 孔 数 相 等 ， 就 只 能 如 此 。 因 此 ， 
V:E=p/e,o, 





这 看 上 去 很 丈 悉 ! 

接 下 来 是 为 一 个 关于 散 度 定理 应 用 的 例子 。 假 设 在 空间 的 某 个 区 域内 ,“ 东 
西 ”( 物 质 、 电 答 等 ) 是 在 运动 的 。 如 图 下 -29 所 示 ， 设 在 任意 点 (x, y,z) 处 
和 任意 时 刻 上， 这 个 东西 的 密度 是 

















图 了-29 





p(x, y, z,，t) 且 设 它 的 速度 为 w (x, y，z,，t)。 此 外 ,假设 这 个 东西 是 守重 
的 ， 即 它 既 不 能 被 创造 也 不 能 被 毁 掉 。 对 于 在 空间 中 的 某 个 任意 体积 了， 我 们 
问 : 随 着 这 个 体积 中 物质 数量 的 改变 速度 是 多 少 呢 ?任意 时 刻 :， 在 V 中 物质 的 


数量 是 











pC,y,z, ay, 
V 
且 它 的 瞬时 速度 是 


ll p(x,y,z,t) dV = sav 


(为 了 将 微分 移 到 积分 号 的 下 面 ， 假 设 9p/91 是 连续 的 。) 
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下 面 ， 回 忆 一 下 之 前 介绍 的 内 容 ， 物 质 流 过 一 个 面 $ 的 速度 是 


mw . fidS, 
S 
那么 ， 断 定 在 了 中 不 断 变 化 的 物质 的 量 的 速度 等 于 它 流 过 封闭 曲面 $ 的 速度 。 通 
过 以 上 论述 得 到 方程 
OP yi, 人 
av= 一 jw 11d9 。 


天 于 需要 讨论 的 方程 有 两 个 特征 : 

1. 一 定 包 含 负 号 ， 因 为 在 面积 分 中 从 体积 渗流 出 的 定义 为 正 ， 但 是 渗流 出 
意味 着 在 体积 中 物质 的 数量 在 减少 。 

2. 这 个 方程 说 明 在 V 中 物质 的 数量 的 改变 ， 仪 仅 是 物质 流 过 5 边界 的 结 
如 朵 在 V 中 物质 被 增加 或 减少 ， 一 定 会 在 方程 中 包含 一 些 项 来 反映 这 个 事实 。 
因此 ， 任 何 项 的 缺少 就 是 你 护 这 种 物质 的 一 种 表达 。 

最 后 ， 应 用 散 度 定理 。 发 现 


mw aas= vy: Cpr)av. 
S V 




















因此 ， 
av= jv (pv) dV, 


正如 上 面 所 讨论 的 了 是 任意 一 个 体积 ， 那 么 


op __v， 
y= Vp (下 -33 ) 


通常 定义 电流 密度 =pv 且 将 方程 〈(I -31) 写成 


dp ey a0, 
01 


这 种 形式 的 方程 是 一 个 连续 方程 ， 并 且 正 如 已 经 看 到 的 ， 它 是 一 个 守恒 定律 的 表 
达 式 (见习 题 亚 -20、 亚 -21 和 K-21) 。 除 了 在 静电 场 理 论 中 扮演 一 个 重要 的 角 
色 ， 它 在 流体 力学 和 混沌 理论 中 都 是 基础 方程 。 最 后 ， 类 似 于 那些 导致 连续 方程 
因素 的 考虑 被 包含 在 热流 量 分 析 中 。 


























[-1 求 下 列 每 个 面 的 单位 法 问 量 。 
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(a)z=2-%-y (d)z=x? +y 

(pb)z= (x 上 人 2)102 Cojo =(1 = /yo 
的 0 国生 

-2 (a) 证 明 与 平面 ax +by+cz=d 垂直 的 单位 法 回 量 是 


2 





让 = +(iat+jb+kc)/(a +b +c 
(b) 从 几何 上 解释 为 什么 的 表达 式 与 常数 4d 无 关 。 
[-3 推导 由 y=g(x,z) 和 x =h(y,z) 所 给 出 的 面 的 单位 法 癌 量 的 表达 式 。 
分 别 使 用 这 两 个 表达 式 去 重新 推导 与 习题 下 -2 中 所 给 出 的 平面 王 直 的 表达 式 。 
[-4 在 下 列 每 种 情况 中 应 用 方程 (了 -12) 去 估算 面积 分 


je (x, y, z)dS, 
5S 
(a) G(x,y,z) =z， 这 里 $ 是 平面 x+y +z=1 在 第 一 象限 的 部 分 。 


(b) 人 这 里 $ 是 抛物 面 z==x*+y 在 z=0 和 z=1 
1 +4(x” +y’) 
之 间 的 部 分 。 


(ey Cl rz) (Ll=r -9 里 是 半 夺 2 
-5 在 下 列 每 种 情况 中 应 用 方程 了 -13 去 估算 面积 分 ‖ 已 .mds。 
S 

(a) F(x,y,z) =ix 一 kz， 这 里 $S 是 平面 x+y+2z=2 在 第 一 象限 的 部 分 。 

(b) F(x,y,z) =ix+jy+kz， 这 里 S 是 半球 z= Va -x -y。 

(c) F(x,y,z) =jy +k， 这 里 5S 是 抛物 面 z=1 -x -y 在 x0y 平面 上 方 的 
部 分 。 

[[-6 在 半球 元 


zs= (Rx 一人 2)12 


oO(x,y,2) = (00/R’) (x +y) 


这 里 ou 是 一 个 常数 。 写 出 以 oo 和 民 表 示 球 元 总 质量 的 表达 式 。 

-7 求 习 题 开 -6 中 半球 元 关于 z 轴 的 转动 惯量 。 

-8 静电 场 媚 =A(zpz +jxz +kxy)， 其 中 入 是 一 个 和 常数。 应 用 高 斯 定理 求 
由 图 中 所 示 的 面 所 围 成 的 全 部 电 集 ， 它 包括 S| ， 半 球 z=(R* -和 -六 ) 和 3，， 
它 圆 形 的 底面 在 xOy 平面 上 。 
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[-9 静电 场 E=A(ix+jy)， 这 里 入 是 一 个 常数 。 应 用 高 斯 定理 求 由 图 中 
所 示 的 面 所 围 成 的 全 部 电荷 ， 它 包括 S, ， 高 为 h 的 半圆 柱 z = ( 产 - 和 六) 过 的 曲面 
部 分 ，S$， 和 Ss， 两 个 半圆 面 ，S, ， 在 xOy 平面 上 的 长 方形 部 分 。 利 用 入 ，r 和 刀 
来 表示 结果 。 











I -10 有 时 面积 分 不 需 用 课本 中 所 陈述 的 繁琐 过 程 来 计算 。 试 着 在 下 面 不 
同 的 条 件 下 计算 | F. idS。 考 虑 一 下 能 不 能 有 更 简单 的 方法 ! 











(a) FF=ix+jy+kz。S 是 如 图 所 示 的 边 长 为 6 的 三 个 正方 形 。 
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(b) F=(ix+jy)lIn(x”+y )。S 是 如 图 所 示 的 半径 为 R 且 高 为 h 的 圆柱 
(包括 上 下 瓜 面 )。 





(c) FF=(ix+tjy+kz)e-*+Y+7)，。 5 是 如 图 所 示 的 中 心 在 原点 半径 为 RR 的 
球面 。 





(d) FF=iE(x)， 这 里 E(x) 是 关于 x 的 一 个 任意 标量 孙 数 。5 是 如 图 所 示 
的 边 长 为 6 的 立方 体 的 表面 。 
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-11 (a) 对 于 无 限 均 匀 面 电 和 谷 应 用 高 斯 定理 和 对 称 性 求 出 电场 强度 作为 
位 置 函 数 。 设 电 三 位 于 x0y 平面 ， 用 符号 o 表示 单位 面积 的 电 谷 量 。 
(b) 对 于 一 个 平行 于 xOy 平面 的 无 限 大 块 的 电 奏 重复 问题 (a) ， 它 的 密度 为 
po, -bb<x<b 


0 ， 上 | 三 











PCX) = 


这 里 po 和 4 是 第 数 。 
(c) 对 于 p(x) =poe -11， 重复 问题 (b)。 
I-12 (a) 对 于 无 限 长 线 电 荷 应 用 高 斯 定理 和 对 称 性 求 出 电场 强度 作为 位 
置 函数 。 设 电荷 沿 着 z 轴 方 向 且 每 个 单位 长 度 的 电荷 表示 为 A。 
(b) 对 于 一 个 无 限 大 的 圆柱 型 电荷 重复 问题 (a) ， 它 的 轴 与 z 轴 平 行 且 方 
向 相同 ， 在 柱 面 坐标 系 下 它 的 密度 为 
po, 7r<10， 




















p(r) = 


0， 71>，， 
这 里 p 和 4 是 第 数 。 
(c) 对 于 p(r) =poe -重复 问题 (b) 。 
-13 (a) 对 于 球形 对 称 分 布 的 电 厨 应 用 噩 斯 定理 和 对 称 性 求 出 电场 强度 
作为 位 置 函数 ， 在 球面 坐标 系 下 它 的 密度 为 
po, 7r<1， 
0， Ir 三。,， 





p(r) = 


这 里 p 和 4 是 第 数 。 
(b) 对 于 p(r) =poe-”“， 重复 问题 (a) 。 
(c) 对 于 

po, rr<b, 

Pr) =1401， br<20, 

0， 7 三 24， 

重复 问题 (a) ， 当 r>22 时 , po 和 pi Pe 0? 在 
这 种 情况 下 ， 这 种 分 布 的 全 部 电信 是 多 少 ? 

-14 利用 方程 (I-22) 计算 下 列 每 个 也 数 的 散 度 。 
(a) ix’ +jy” +kz” 





(b) iyz +Jxz + kxy 
(c) ie ”+Je 7+ke ’ 
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(d) i—3j+kz’ 

(e) (ixy+jx )/(x +y), (x, y)#¥(0, 0) 

({) k Vx +y 

(g) ix +717 +kz 

(h) (iy+tjx) /Ve +y, (x, y)#(0, 0) 

-15 (a) 对 于 习题 下 -14 (a) 中 的 函数 在 一 个 边 长 为 x8， 中 心 在 点 (wo， 


yo， 加 ) 处 ， 且 平行 于 坐标 平面 的 立方 体 的 表面 上 计算 .hids。 
S 








(b) 用 上 面 的 结果 除 以 立方 体 的 体积 并 且 计 算 当 s 一 0 时 这 个 商 的 极限 。 将 
你 的 结 来 与 习题 了 -14 (a) 中 求 出 的 散 度 进行 比较 。 
(c) 对 于 习题 了 -14 (b) 和 (c) 的 函数 重复 问题 (a) 和 (b) 。 
-16 (a) 计算 函数 
F(x,y,2) =if(x) +I/(y) + kf( -2z) 
的 散 度 并 且 证 明 在 点 (c,，c，-c/2) 处 的 值 为 0。 
(b) 计算 
G(x,y,2) =if(y,2) +ja(%,2) +kh(x,y) 
的 散 度 。 
-17 在 本 书 中 ， 我 们 通过 在 一 个 小 长 方 体 表面 上 进行 积分 得 到 的 结果 为 
oF, oF, oF. 
Ox OY " 0 
举 一 个 例子 ， 这 个 结果 与 积分 面 无 关 ， 利 用 如 图 所 示 的 棱柱 形 表面 重新 推 壮 。 








VvV:.F= 














-18 (a) 设 i, 7 和 是 笛 卡 儿 坐 标 系 下 的 单位 问 量 ， 旦 e,，ep 和 6. 是 柱 
面 坐标 系 下 的 单位 问 量 。 

证 明 i=e@,cos0 -epsin9， 

J =e,sin0 + epcos0, 
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k=2., 

(b) 利用 方程 (下 24) 重 写 习题 下 14 (e) 这 个 函数 在 柱 面 坐 标 系 下 的 表达 式 并 
计算 其 散 度 。 把 结果 再 用 稍 卡 儿 坐 标 系 表 示 ， 然 后 与 习题 下 14 (e) 的 结果 相 比 较 。 

[ -19 (a) 设 i, 7 和 是 簿 卡 儿 符 标 系 下 的 单位 问 量 ,日 e,，ep 和 ey 是 球 
面 坐 标 系 下 的 单位 问 量 。 


证 明 i =e@,sin@Dcos0 +ewcosGcosb -epsing, 








j=e,sinDsinG + ep cosDsing + eépcos0, 

k=e,cosD -epsing, 

[提示 : 利用 j 和 来 表示 6,，eg@ 和 eg 较 简 单 日 用 代数 法 来 解 i，j 和 。 
首先 应 用 公式 e, = 了 /r=(ix+jJy +kz) /r。 然 后 ， 用 几何 推理 证 得 ey = —isin0 + 
jcos96。 最 后 ， 计 算 eg =e@y xe,。] 

(b) 在 球面 坐标 系 下 重 写 习题 贡 -14 (g) 这 个 限 数 的 表达 式 并 且 应 用 方程 
( 卫 -25) 计算 它 的 散 度 。 将 结 末 再 用 笛 卡 儿 坐 标 系 表 示 ， 并 且 与 习题 -14 (8g) 
中 的 结 来 相 比 较 。 

1 -20 在 柱 面 坐 标 系 下 FF 的 秘 度 为 

















1 9 1 9Fe 09077 
VS r ge) r 00 + OZ 
在 本 书 中 (第 32-33 页 ) 已 经 推导 了 这 个 表达 式 的 第 一 项 。 请 利用 同样 的 





方法 推导 万 外 两 项 。 
I-21 重复 习题 下 -20 的 问题 ,利用 计算 在 如 图 所 示 的 体积 表面 上 的 积分 
来 得 到 在 球面 坐标 系 下 的 散 度 ， 并 且 得 到 表达 式 


] 0 . 1 076 
(sinBh, ) “ang 0 0 








rsinD 99 
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-22 考虑 一 个 矢量 函数 
F(r) =e,f(7), 

这 里 6, = (ix +jy +kz)/r 是 一 个 和 撩 径 方向 上 的 单位 向 量 , rr = (x? +y? + 
z2)',， 且 f(r) 是 一 个 可 微 的 标量 函数 。 利 用 习题 了 -21 的 结果 ,确定 了 (7) 
使 得 V .FF =0。 散 度 是 0 的 一 个 矢量 函数 被 称 为 无 散 。 

I -23 在 下 列 每 种 情况 下 证 明 散 度 定理 


je.aas= |v: Fav 


5S V 
(a) F =ix +]Jy +kz, 


5 是 如 图 所 示 的 边 长 为 6b 的 立方 体 表面 。 








(b) F =eé,r+e,z, 
r=ix +]Jy。o 


S 是 如 图 所 示 的 1/4 圆柱 体 (半径 为 RR 高 为 h) 的 表面 。 








(c) F=@,r’, 

r=ix+]Jy +kz, 

5 是 如 图 所 示 的 半径 为 R 中 心 在 原点 的 球面 。 
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-24 (a) 麦克 斯 韦 方 程 中 的 一 个 证 明了 V .下 =0,， 这 里 互 是 任意 磁场 。 
对 于 任意 的 封闭 曲面 $， 证 明 
| Bids=0, 
S 
(b) 确定 通过 一 个 圆锥 体 (半径 为 RR 高 为 h) 曲面 的 匀 强 磁场 B 的 人 磁 通 
量 ， 它 的 位 置 是 使 得 有 和 如 图 所 示 的 圆锥 的 底面 垂直 。 (一 个 均匀 的 场 在 每 一 处 
具有 相同 的 大 小 和 方向 。) 











-25 ”应 用 散 度 定理 去 证 明 
| ads =0。 
5 
这 里 $ 是 一 个 封闭 的 面 且 有 hi 是 与 面 $ 垂直 的 单位 向 量 。 
-26 (a) 应 用 散 度 定理 去 证 明 
] ff、 
下 rdS =V, 
这 里 $ 是 包围 体积 了 的 封 财 面 , 让 是 与 面 $ 垂下 的 单位 同 量 , 有 r=ix +jy +kz。 


(b) 应 用 (a) 中 给 出 的 表达 式 计算 体积 : 
(i) 一 个 边 长 为 a, 5, c 的 长 方 体 。 
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(ii) 一 个 圆锥 体 ， 底 面 圆 半径 为 RR 高 为 h。[ 提 示 : 用 如 图 所 示 的 加 锥 ， 
这 个 计算 会 非常 简单 。] 
(这 ) 一 个 半径 为 RR 的 球 。 


Wa 


Xx 


1-27 (a) 考虑 具有 这 样 性 质 的 一 个 和 失 量 函数 : 它 在 两 个 封闭 平面 S 和 
5, 及 由 它们 所 围 成 的 体积 站 ( 见 图 ) 的 每 一 处 都 有 V .=0。 证 明 通 过 5 的 F 
的 通 量 等 于 通过 5, 的 不 的 通 量 。 在 计算 通 量 的 过 程 中 ， 选 择 法 癌 量 的 方向 为 图 
中 箭头 的 方向 。 








(b) 在 r=0 处 点 电 何 gq 的 电场 强度 为 
] qn. 





4Ts072 
这 里 =x* +y +z*， 证明 对 于 所 有 的 rx0,， 有 VE=0。 
(c) 用 (b) 中 给 出 的 单独 点 电 奏 的 电场 ， 证 明 融 斯 定理 。[ 提示 : 很 容易 
计算 出 EE 关于 中 心 在 r=0 处 的 球 上 的 通 量 。] 
(d) 你 怎样 才能 把 这 个 证 明 推 广 到 任意 电 三 分 布 的 情况 ? 


e,,， 
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-28 (a) 通过 下 接 计算 证 明 散 度 定 理 不 适用 于 
F(r,0,9) 
这 里 $ 是 一 个 中 心 在 原点 半径 是 R 的 球面 ， 而 V 是 封闭 的 体积 。 为 什么 这 
个 定理 不 适用 呢 ? 
(b) 通过 和 直接 计算 证 明 散 度 定 理 适用 于 (a) 中 函数 当 5 是 半径 为 RI 


的 球面 S, 与 半径 为 R 的 球面 9 之 和 ， 其 中 这 两 个 球 的 中 心 都 在 原点 ， 而 了 是 
由 S$, 和 5, 所 围 成 的 体积 。 


(c) 一 般 地 ， 为 了 使 散 度 定理 能 适用 于 (a) 中 的 函数 ， 应 对 面 $ 有 怎样 的 
限制 条 件 呢 ? 
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功 和 线 积 分 


前 面 提 到 的 高 斯 定理 的 微分 形式 方程 ( -18) 和 方程 (下 -23) ， 尽 管 它 将 
某 一 点 处 电场 的 性 质 〈( 它 的 散 度 ) 和 在 这 个 点 处 的 已 知 量 (电荷 密度 ) 相 联 系 ， 
然而 它 没 有 提供 一 种 简便 的 方法 求 E。 原 因 在 于 V. E=p/eo 是 (看 起 来 是 ) 一 
个 含有 三 个 未 知 量 (E,，E,，E,) 的 微分 方程 。 但 是 静电 场 还 有 为 一 个 特性 ， 
它 在 讨论 中 并 未 扮演 一 个 直接 的 角色 而 是 给 出 EE 的 分 量 之 间 的 关系 。 因 此 ， 在 
获取 一 种 有 效 的 方法 去 计算 电场 时 它 提供 了 关键 的 一 步 。 在 检验 这 个 问题 的 过 程 
中 ， 将 遇 到 一 些 在 矢量 计算 中 最 重要 的 问题 。 

现在 开始 讨论 前 电 场 中 与 功 和 能 量 密切 相关 的 性 质 。 我 们 肯定 会 回想 起 功 的 
基本 定义 是 力 乘 以 距离 。 因 此 ， 在 一 维 平面 中 ， 如 果 力 F(x) 由 x=a 移 到 x =%， 
那么 由 定义 所 做 的 功 为 


























b 
| F(x)dx, 
为 了 能 处 理 更 一 般 的 情况 ， 现 在 必须 引进 线 积分 的 概念 。 






(xc , )), 2 ) 


图 全 -1 











假设 在 三 维 空间 中 (图 五 -1) 有 一 条 曲线 C， 并 且 假 设 曲 线 是 有 方 同 的 。 因 
此 ， 把 一 个 第 头 放 在 曲线 上 且说 明 “ 这 是 一 个 正方 向 。” 设 :是 沿 着 曲线 从 任 一 
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点 PP，s=35 到 男 一 点 P,，s =s, 的 踊 长 。 进 一 步 假 设 有 一 个 定义 在 C 上 的 函数 
了 f(x,y，z)。 现 在 把 C 上 点 Pl 和 忆 之 间 的 部 分 任意 分 成 Y 份 。 岁 焉 -1 举 的 例 
子 是 分 成 了 V=4 份 。 接 下 来 ， 用 线段 连接 连续 的 分 点 ， 其 中 以 第 /个 为 例 ， 它 
的 长 度 是 As 。 现 在 计算 三 (x*，y，z) 在 点 (xj，Yy1，z1) 处 的 值 ， 它 是 在 曲线 上 
第 /个 部 分 的 任意 一 点 ， 形 成 乘积 式 F (Oo ，7，2) As。 对 于 C 上 的 个 部 分 
的 每 一 个 都 这 样 做 ， 得 到 和 式 





N 
fx) As O 
根据 定义 ， 沿 看 曲线 C 的 f(x,，y，z) 的 线 积分 是 这 个 和 式 的 极限 ， 当 分 
割 的 份 数 V 趋 铝 于 无 穷 时 即 每 条 弦 的 长 度 趋 近 于 0: 


N 
xp)ds = lm Df(wya)AS,. 
每 个 AS ,0 一、 

为 了 计算 线 积 分 ， 需 要 知道 路 径 C。 通 币 ， 说 明 路 径 的 最 便捷 的 方法 是 利用 
缴 长 参数 ;。 因 此 ， 写 成 x=x (s), y=y (s) 和 z=z (s)。 在 这 种 情况 下 ， 线 
积分 能 化 们 为 一 个 普通 的 定 积 分 : 

Jazsyads = | fCs) ,7(3) ,2(s) 1ds 。 
C 
下 面 举 一 个 线 积 分 的 例 于 。 为 了 简单 起 见 ， 在 二 维 空间 中 计算 
| +Y)ds ， 
C 
这 里 C 是 一 条 从 原点 到 坐标 为 (1，1) 点 的 线段 〈 见 岁 焉 -2) 。 如 条 (x，7y) 是 曲 
线 C 上 任 一 点 PP 的 坐标 并 且 s 是 从 原点 所 测 的 弧 长 ， 那 么 x =s/w2 且 y =s/vV2。 因 
此 ,x+y=2s/v2 =ws。 因 此 ， 
7 
| + y)ds = | sds = v2 。 
C 








图 亚 -2 图 亚 -3 


散 度 、 旋 度 、 梯 度 释 义 (图 解 版 ) 





沿 痢 如 图 置 -3 所 示 的 为 一 路 径 来 计算 相同 的 函数 (x+y) 从 (0,，0) 到 
(1，1) 的 积分 。 这 里 ， 将 积分 分 成 两 个 部 分 ， 一 个 沿 着 C1 积分 ， 第 二 个 沿 着 
C, 积分 。 在 C; 上 有 x%x=s 且 y=0。 因 此 , 在 C; 上 ,x+y=s， 则 

1 
I +Y)ds = J ss 和 

沿 厦 CC ，x=1 且 7y=s [ 注 主意 这 一 段 路 径 的 弧 长 是 从 (1,，0) 点 测量 的 ]。 

故 有 


Je +Y)ds = [a +s)ds = >。 
将 这 两 部 分 的 2 5 果 相 加 有 


Je + na = = 人 = + 
C， 


这 一 广 所 学 的 内 容 是 : 线 积分 的 值 (确实 并 且 通 党 ) 取决 于 积分 路 径 。 
涉及 矢量 函数 的 线 积分 


管 前 面 的 讨论 告诉 了 什么 是 线 积分 ， 接 下 来 将 要 遇 到 的 这 种 线 积 分 有 一 个 
Biole 过 的 特征 。 你 可 以 回忆 一 ee pe 分 的 讨论 。 功 
是 力 习 以 位 移 ， 当 意识 到 力 和 位 移 都 是 天 量 时 ,那么 需要 详尽 说 明 的 地 方 变 得 很 


= = 
清楚 。 


因此 ， 考 虑 在 三 维 平面 ( 见 图 亚 -4) 上 的 某 条 路 经 C。 假 设 在 力 的 作用 下 一 
个 物体 在 这 段 路 径 上 从 移动 到 s,。 在 曲线 上 任 一 点 PP 处 ,用 f (x, y, z) 表 
示 作 用 力 。f 的 分 量 中 做 功 的 量 ， 按 照 定义 仪 仅 是 那个 沿 着 曲线 作用 的 量 ， 即 切 
向 方向 上 的 量 。 设 ?表示 一 个 与 曲线 相 切 于 点 PP 处 的 单位 向 量 。 那 么 力 使 物体 
沪 看 曲线 C 从 s 移动 到 所 做 的 功 是 


W = Jr .1ds 


当然 这 里 可 理解 为 积分 从 s =s| 积 到 s =s,。 这 个 积分 的 新 特征 是 被 积 函 数 是 
两 个 矢量 函数 的 数量 积 。 为 了 人 处理 像 这 样 的 一 个 线 积分 ， 必 须知 道 如 何 去 求 7， 
那么 现在 转 到 这 个 问题 上 来 。 

















?是 一 个 关于 x、y 和 z 的 函数 并 记 作 人 (x，y，z) ， 简 写 为 人 
bo 
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考虑 以 弧 长 为 参数 的 任意 曲线 C ( 见 图 耳 -5)。 在 曲线 上 的 某 点 s， 有 =x 
(s), y=y (s) 和 z=z (s)。 在 男 一 点 s+As 人 处 ， 有 x+Ax=x (s+As), y+ 
Ay=y (s+As) 和 z+Az=z (s+As)。 因 此 ， 曲 线 上 连接 这 两 点 的 强 ， 方 同 从 
第 一 个 点 指 问 第 二 个 点 ， 这 就 是 和 拓 量 Ar=iAx +jAy +kAz， 其 中 





f (x ,y, 7) 





图 全 -4 


Ax=x(s+As) —x(s), 
Ay =y(s +As) -y(s), 
Az=z(s +As)—z(s), 


如 采用 这 个 天 量 除 以 As， 有 


当 As 趋向 于 0 时 ， 取 极限 有 


.dx .dy dz 
ds +J ds ds 


称 之 为 f。 首先 ， 显 然 当 As 一 0 时 ， 矢 量 Ar 与 曲线 相 切 于 点 。 此 外 ， 在 极 
限 式 中 As 一 0 ， 可 以 看 到 | Ar | 一 As。 因 此 ,在 极限 式 中 这 个 量 的 大 小 是 1。 和 那么 
能 识别 出 





f(s ) = 和 + 二 天 9 
如 果 现 在 回 到 功 丈 的 表达 式 上 并 且 对 于 对 应 用 上 面 这 个 公式 表示 ， 有 
W = ln, z) 。 +k 全 ]d 


~ ar fey + fa) 
C 
这 是 一 个 形式 上 的 表达 式 ; 为 了 计算 积分 ， 正 如 下 面 的 例子 所 示 去 改写 ds 
是 有 用 的 。 考 虑 
f(x,y,z) = 1y —J% 
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bt 
C 
，C3。 因 为 有 =0， 所 以 有 





图 了 全 -6 a) 


jd = ae + fdy 
C C 


= ja — xdy 。 
C 


现在 , 在 Cl 上 , y=0 且 dy=0， 所 以 被 积 函 数 在 C/ 上 积分 为 0。 同 样 地 ， 
在 Cs 上， 有 x=0 有 目 dx =0， 所 以 在 C， 上 积分 结果 也 为 0。 因 此 ， 在 C 上 积分 实 
际 上 就 变 成 了 被 积 函数 在 C， 上 的 积分 了 。 改 写 ds， 有 


但 是 (1 -x)/s =cos45° =1/V2, By/s =sin45° =1/V2 ( 见 图 耳 -6b)。 因 此 ， 


s dx 1 
a 万 
dy ] 0<s<V26 
"ds 
因此 ， 积 分 是 
ER 
[项 - 忆 ~(- 闻 万 hl 


涉及 矢量 也 数 的 线 积分 的 第 二 个 例子 ， 设 
f(x,y,z) = ix” = J], 
且 C 是 半径 为 RR 的 1/4 圆 ， 方 向 如 图 亚 -6c 所 示 。 有 
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图 亚 -6 b ) 图 全 -6 c) 








|r: 4 外 溃 三 [ed — %ydy 。 
C C 
今 x =Reos96，y = Rsin96， 这 个 积分 化 简 为 


T/2 
| | R* cos’0( — Rsin0) — R*sinOcosO( Reos0) 1d0 


TT/2 
= 一 2 有 2 | cosbsingdg = -2R37L3 。 


路 径 的 独立 性 


在 线 积 分 中 积分 路 径 是 确定 被 积 图 数 的 因 系 之 一 。 然 而 积分 的 值 依赖 积分 路 
径 并 不 明显 。 明 显 的 是 ， 在 茶 些 情况 下 ， 积 分 的 值 并 不 依赖 于 路 径 ! 

证 明 被 积 函 数 是 库仑 力 的 情况 ，( 为 什么 积分 值 与 路 径 无 天 ) 路 径 的 独立 是 
如 何 产生 的 呢 ? 设 一 个 电 奏 go 固定 在 原点 且 设 夯 一 个 电荷 9 位 于 (x，y，z) 
( 见 图 亚 -7) 。 在 4 上 的 库仑 力 为 
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1] 990 、 
用-1 
4Ten 2 和 ) 


这 里 , r= (x”+y* +z*)“ 是 两 个 电 答 间 的 距离 是 是 由 go 指向 9 的 一 个 单 
位 同 量 。 显 然 ,，# 是 在 和 拓 径 方 同上 ， 径 癌 和 拓 量 r+ 也 是 在 和 失 径 方 辐 上 。 因 此 ， 我 们 
有 WW=r/r=(ix+t+jy+kz)/r， 故 


qqo ix +Jy + kz 
~ 47Te0 7” - 





因此 ， 


F .tds=F,dx Fh dy 0 xdx + ydy + zdz 
- . 4T : 


20 r 
现在 把 这 个 方法 用 于 这 种 天 系 
r=(x +y +2 )*o 
在 方程 两 边 取 微分 并 且 除 以 因数 2 得 到 
xdx +ydy +zdz =rdr, 





故 


qqo rdr qqo dr 
4T7Te073 4T7e0r2 


现在 假设 电 傈 gq 从 距离 原点 为 7 的 点 Pi 移动 到 距离 原点 为 ,的 点 P,， 连 
接 这 两 点 的 路 径 为 C 〈( 见 图 亚 -8) 。 那 么 


F .ids= 








Z 











je 2 了 i 0 qq0 dt 


4Ten 4TE0 TI 
注意 意 到 为 了 得 到 这 个 结 才 论 ， 我 们 不 必 具 体 说 明 C; 对 于 连接 P| 和 P, 的 任意 
一 条 路 径 ， 都 能 得 到 同样 的 答案 。 当 然 ， 这 证 明了 线 积 分 


[a * fds 
C 
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是 路 径 独 立 的 ， 其 中 下 由 方程 〈 亚 -1) 给 出 。 但 是 目前 这 个 结论 仅仅 是 为 
了 点 电荷 go 对 gq 产生 的 库仑 力 而 建立 的 [方程 ( 亚 -1) ] 。 如 末 有 许多 电 人 向 qi， 
4 ，…，qgw， 那 么 在 g 上 的 合力 为 Fl +F, +… +Fy， 这 里 FF 是 第 1 个 电荷 g 对 
4 的 库仑 力 。 因 此 ， 


|F .as = |F, tds + + [Fy + hds 。 
@ C C 














上 述 的 讨论 证 明了 这 个 和 式 的 每 一 项 部 是 路 径 独立 的 ; 因此 ， 这 个 和 式 也 是 
路 径 独立 的 ( 当然， 所 有 这 些 仅仅 是 羡 加 原理 的 一 个 应 用 。) 为 了 用 场 来 叙述 这 


个 结论 需要 一 个 之 前 经 常用 的 简单 方法 因为 =gE， 有 gE ?是 路 径 独 立 
C 





的 ， 由 此 | .? 也 是 。 这 就 能 使 V. EE=p/so 转变 成 一 个 更 有 用 的 方程 。 
C 


如 果 仔 细 看 之 前 的 讨论 ， 你 将 看 到 库仑 力 与 r* 成 反比 ， 与 线 积分 的 路 径 独 
立 无 大 。 路 径 独 立 仅仅 依赖 于 库仑 力 的 两 个 性 质 : (1) 它 仅仅 取决 于 两 个 粒子 
间 的 距离 ，(2) 力 的 作用 方向 沿 看 它们 的 连 线 。 任 何 一 个 具有 这 两 个 性 质 的 力 


严 叫做 向 心力 ， 且 对 于 任何 向 心力 9 ,| 24; 是 路 径 独立 的 ?。 
C 





下 面 进一步 说 明 路 径 的 独立 性 。 如 果 
|F .ds 
C 
是 路 径 独 立 的 ， 那 么 
|F :ids = |F .ds, 


C1 C2 


如 图 三 -9 所 示 ，C; 和 C, 是 连接 P 和 P, 两 点 的 任意 两 条 不 同 的 路 径 且 方向 
如 图 所 示 。 





1 


图 了 -9 


@ 用 问心 力 来 举例 说 明 路 径 独 立 可 能 产生 只 有 问心 力 才 有 线 积分 上 的 路 径 独 立 这 样 的 错误 印象 。 那 确实 是 
不 正确 的 ; 许多 冰 数 不 是 同心 力也 有 路 径 独 立 的 线 积分 。 后 面 本 书 将 介绍 判断 这 样 郧 数 的 一 个 简单 标准 。 
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如 朱 想 蔡 代 说 C; 从 Pi 到 Ps 的 积分 ， 选 其 他 路 径 ， 只 需 改 变 线 积分 的 符号 ; 
即 


Pia =- |F.?d;, 
-C1 C1 


这 里 - C 仅仅 意味 着 积分 路 径 沿 着 C| 从 P, 到 P| 。 因 此 ， 
|F ?ds = 一 | Ftd 
C2 


一 人 1 
| 及 .ids =0。 
—C1+C>» 
但 是 -C+C, 仅仅 是 从 P, 到 P, 的 闭合 回路 ， 如 图 亚 -10 所 示 。 因 此 ， 如 
果 | 已 . ?ds 是 路 径 独立 的 ， 那 么 


pr . fds =0， 


(9 


图 了 -10 





这 里 ,符号 表示 沿 着 闭合 路 径 的 线 积分 。 这 说 明了 如 果 EE 是 一 个 静电 场 ， 则 
写成 
Eids=0 ( 业 -2) 。 


“ 环 积分 ”这 个 词 经 常用 于 表示 一 个 矢量 函 数 切 疝 分量 的 团 曲 线 上 的 路 径 积 
分 。 因 此 证 明了 静电 场 的 环 积分 是 0。 在 后 文中 ， 称 之 为 环 路 定理 。 








旋 度 





如 琳 给 出 菏 个 矢量 水 数 玉 (*，y，z) 并 且 问 :“ 这 是 一 个 静电 场 吗 ?” 上 原则 
上 我 们 可 以 提供 一 个 答案 。 如 来 
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$F .tdsz0 
只 要 在 一 条 路 径 上 成 立 ， 那 么 下 不 能 是 一 个 静电 场 。 如 果 
pr “fds =0 


在 每 一 闭合 路 往 上 成 立 ， 那 么 是 一 个 静电 场 。 

显然 ， 这 个 准则 不 容易 应 用 ， 因 为 必须 确定 下 的 环 积 分 在 所 有 可 能 路 径 上 
为 0。 为 了 发 现 一 个 更 有 用 的 准则 ， 正 如 证 明 高 斯 定理 一 样 证 明 环 路 定理 ， 它 是 
一 个 涉及 电场 积分 的 表达 式 。 高 斯 定理 更 有 用 的 是 它 的 微分 形式 [方程 ( I[[ -18) 
和 (全 -23)]， 它 是 由 通 量 与 退化 面 的 体积 的 比 来 得 到 的 。 现 在 ， 用 同样 的 方法 
来 找到 环 路 定理 方程 ( 亚 -2) 的 微分 形式 。 为 了 强调 分 析 和 绪论 的 一 般 性 ， 人 研 
究 任 意 一 个 果 数 下 (x*，y，z) ， 在 证 明 的 后 一 阶段 专门 研究 E (x, y, 2z)。 

考虑 所 在 一 个 小 长 方形 上 的 环 积 分 ， 这 个 长 方形 与 x0y 平面 平行 ， 边 长 分 
别 为 Ax，Ay 且 中 心 点 (x, y,，z) ( 见 图 亚 -11a) 。 正 如 图 亚 -11b 所 示 ， 信 视 xOy 
平面 ， 计 算出 逆 时 针 方 回 下 的 路 径 积 分 。 这 个 线 积分 被 分 成 四 个 部 分 : Cp 
(下 )，CR ( 石 ) ，Cy (上 上), Ci ( 左 )。 由 于 长 方形 很 小 〈 最 终 当 它 缩 减 为 0 时 
取得 极限 值 )， 用 在 每 一 段 中 心计 算出 ?的 值 与 这 段 长 度 的 乘积 去 近似 在 每 
一 段 上 的 积分 2 。 



































图 亚 -11 a) 图 亚 -11 b) 
对 于 已 准 
本 Ay 
| F.2ds [Fd ~ F(x,y — ,2) Ar ( -3a) 
Cp Cp 
在 Cr 上 有 


〇 重新 阅读 第 29 页 的 脚注 人 日 ， 然 后 给 出 证 明 这 个 通 近 正确 的 依据 。 
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|F .tas = [Bds ~ P(xsy + Hz) Axo ( HL-3b) 
CT CT 
这 里 的 负 有 号 是 因为 








上 且 在 Cy 上 dxxdqs = -1。 方程 ( 亚 -3a) 和 ( 亚 -3b) 相 加 ， 得 到 


| (F .1)ds a EP, (xy + Hz) ~ P(x) ~ Hz) ]As 
CT+CB 
F(x,y 0 2 
2 2 
{0 
Ay 


显然 ， 因 式 AxAy 是 长 方形 的 面积 AS。 因 此 ， 


F(x,y + 人 ,2) — F(x,y -人 ,2) 





1 ~ 

I ，。 (HH-4) 
确实 ， 将 同样 的 分 析 方 法 应 用 到 长 方形 的 左右 两 边 (Cj 和 Ck)， 有 

| ， (和 ,2) = (= ,2) 

xis | (Fb)ds ~- 。 (IL-5) 


Q.+CR 
将 方程 〈 焉 -4) 和 ( 亚 -5) 相 加 ， 当 AS 退化 为 一 点 (x, y, z) 时 (在 这 种 情 
况 下 ，Ax 和 Ar 也 一 0)， 取 极限 。 即 








1 oF oF 
lim pF :tds = 一 二 一 一 -6 
As AS Ox Oy ( ) 
(wa) 





这 里 符号 中 表示 在 小 长 方形 上 的 环 积分 。 

你 可 能 想 知道 这 个 结果 是 否 具有 一 般 性 和 独特 性 ， 因 为 它 是 通过 一 个 特殊 的 
积分 路 径 得 到 的 。 它 的 特殊 性 有 两 个 方面 : 第 一 它 是 一 个 长 方形 ， 第 二 它 平行 于 
x0y 平面 。 如 果 路 径 不 是 一 个 长 方形 而 是 一 个 任意 形状 的 平面 曲线 ， 它 不 会 影响 
结论 (见习 题 亚 -2 和 亚 -30 ) 。 

但 是 结论 的 确 取 决 于 积分 路 径 的 特定 方向 。 上 面 所 做 的 方向 选择 显然 适合 另 
两 种 情况 ， 如 图 三 -12a、b 所 示 ， 它 们 每 一 个 都 适用 的 计算 结果 。 

lim zope . fds = ee 


AS—0 OX 
(ma 


这 三 条 路 径 的 每 一 条 都 以 财 区 域 的 法 回 量 来 命名 。 我 们 使 用 的 方法 是 这 样 
的 : 摘出 曲线 C 以 至 于 封 财 区 城 总 是 在 它 的 左 侧 〈 见 图 亚 -13a) 。 然 后 选择 法 问 
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9y 92 
图 了 L-12 a) 图 亚 -12 b) 
量 使 得 它 在 图 中 所 示 的 方 回 指 癌 上 。 这 种 方法 叫做 右手 定 则 ， 右 手 的 位 置 是 这 样 


的 : 四 指 芝 曲 的 方向 为 曲线 方 辐 ， 拇 指 指 癌 法 丫 量 的 方向 ( 见 图 五-13b)。 利 用 
右手 定 则 ， 有 如 下 表达 式 : 


























人 
图 亚 -13 a) 图 全-13 b) 
计算 lim pr . fds/AS 
AS—0 
3 
对 于 法 向 量 为 的 路 径 , 有 一- 3 
yy 02 
aF. aF 
对 于 法 回 量 为 7 的 路 径 , 有 和 py ( -7a) 
aF. oF 
对 于 法 问 量 为 的 路 径 , 有 一 - - 


Oy 
它 证 明了 这 三 个 量 是 一 个 矢量 的 稍 卡 儿 分 量 。 对 于 这 样 的 矢量 ， 则 称 之 为 “下 
的 旋 度 ”， 写 成 curlF。 因 此 ， 有 




















OZ OX 


oF, 9F oF, iF., oF, 9F, 
curlF =1i( - 一 一 ) +j( 一 ) + 天 (一 一 
Oy 02 OX 


53) (M7b) 
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这 个 表达 式 常 作为 旋 度 的 定义 ， 但 是 更 喜欢 把 它 看 作 在 笛 卡 儿 坐 标 系 下 旋 度 的 形 
式 。 将 利用 面积 趋 近 于 0 时 面积 的 环 积分 的 极限 来 定义 旋 度 。 为 了 精确 , 设 四 
G 








fds 是 如 图 亚 - 14 所 示 的 关于 路 径 的 法 同 量 是 nn 的 环 积分 。 那 么 ， 由 定义 





图 亚 -14 


A curlFP = lim Pe 2 (有 -8) 
关于 (x,y,z) 4 
依次 设 让 等 于 i, j,k， 回 到 方程 ( 古 -7b) 给 出 的 结果 。 一 般 地 ， 由 于 这 个 极限 
对 应 不 同 的 点 (*，y，z) 有 不 同 的 值 , 下 的 旋 度 是 位 置 的 矢量 函数 2 。 注 意 到 
尽管 总 是 假设 积分 路 径 所 轩 成 区 域 是 一 个 平面 ， 但 事实 并 非 如 此 。 由 于 旋 度 的 定 
义 是 根据 在 某 点 处 一 个 封闭 的 曲面 缩减 为 0 的 极限 ， 在 这 个 极限 过 程 的 最 终 阶 
段 ， 这 个 封 朵 的 曲面 无 限 地 接近 于 一 个 平面 ， 那 么 我 们 的 所 有 考 愿 均 适 用 。 
刘 无 疑问 ， 在 人 稍 卡 儿 坐 标 系 下 去 记忆 上 述 关 于 旋 度 丸 的 表达 式 [方程 
( 亚 -7b) ] 是 很 困难 的 , 但 有 一 种 有 效 的 记忆 方法 。 如 果 三 阶 行列 式 





7 J k 
0/9xX 9/9y 9/9z 
F, F, Fr, 


展开 (大 多 按照 第 一 行 展开 ) ， 其 中 肝 个 乘积 被 解释 为 俩 导数 [例如 (9/9x) 
让 =9 了 ,/9x]， 那 么 这 个 结果 和 方程 (了 王 -7b) 呈 中 所 给 出 的 一 样 。 因 此 , 令 人 苦 
恼 地 去 记忆 在 备 卡 儿 坐 标 系 下 旋 度 的 形式 变 成 了 记忆 如 何 去 展 开 一 个 三 阶 行 
列 式 。 











G@G rotation 这 个 词 (简写 为 “rot”) 曾经 用 来 表示 旋 度 。 尽 管 由 于 长 时 间 不 使 用 这 个 词 了 ， 但 是 一 个 
相关 的 词 产 生 了 : 如 果 旋 度 下 =0， 冰 数 互 就 叫做 无 旋 的 。 

@ 一 位 数学 家 反对 它 ， 严 格 地 说 因为 一 个 行列 式 不 是 一 定 要 包含 向 量 或 者 包含 算 子 的 ， 因 为 “行列 
式 ” 仅 仅 是 一 个 辅助 记忆 工具 。 
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下 面 的 一 个 例子 是 计算 旋 度 ， 考 虑 矢量 函数 
F(x,y,z2) =ixz +jyz — ky’, 





有 
i 7 k 
CulF = 09/0x 090/90y 9/90z 
Nz yz -yy 
=i( -2y -7y) +j(x -0) +k(0 -0) 
= —31y +Jx 





你 可 能 已 经 注意 到 旋 度 的 表示 符号 能 够 写成 早先 介绍 的 哈密 顿 算 子 的 形式 ， 
你 目 己 可 以 证 明 
curlF = Vx 
它 读 作 “del 乘 以 F”。 因 此 ， 总 是 应 用 V x 来 表示 旋 度 。 


柱 面 坐 标 系 和 球面 坐标 系 下 的 旋 度 





为 了 得 到 在 其 他 坐标 系 下 V xF 的 形式 ， 可 以 按照 前 面 寻 找 在 备 卡 儿 坐 标 系 
下 形式 的 方法 ， 仅 仅 需要 适当 地 修改 下 积分 的 路 径 。 例 如 ， 应 用 如 图 亚 -15a 所 
示 的 路 径 将 会 得 到 Yx 环 在 柱 面 坐标 系 2 下 的 z 分 量 。 注 意 到 描绘 的 曲线 是 按照 
前 面 章节 所 给 的 右手 定 则 。 观 察 上 面 的 路 径 形 式 〈 正 如 我 们 在 图 亚 -15b 中 所 做 















~ 
~ 


\ ss 
\ ea 
| 
J 





图 全 -15 a) 图 亚 -1S b) 


〇 为 了 导出 VxF 在 笛 卡 儿 坐 标 系 下 的 形式 ， 每 一 个 积分 路 径 中 的 部 分 (如 图 置 -11 和 亚 -12) 是 x = 
常数 ，y = 第 数 或 z= 常数 的 形式 。 类 似 地 ,为 了 导出 柱状 坐标 系 下 的 形式 ， 每 一 个 路 径 中 的 部 分 
是 r= 第 数 ，0= 负数 或 z= 币 数 的 形式 。 
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的 ) ， 沿 看 标记 为 1 的 路 径 的 线 积分 下 (r，0，z) 是 


| 严 ‘fds =F,(r,0 - ,2) Ar 
C1 
而 沿 着 标记 为 3 的 路 径 是 


|F “tds =—-F(r,0+ ,2) Ar 
C3 


由 路 径 所 围 成 的 面积 是 rArA06， 所 以 








1 Ar Al _AO 
xj F .fds ~ -sr (r+ 7 #)-F(r,0 7 z)]: 
当 Ar 和 Ab 趋 问 于 0 时 的 极限 变 为 在 点 (r，0，z) 处 的 值 ， 为 
1 oF., 
7 00° 
沿 着 标记 为 2 的 路 径 ， 有 


Jr .tds ~ Fo(r+A 


r Ar 
| 7 ,90,2)(7 十 7 )Ae ， 
日 沿 着 标记 为 4 的 路 径 ， 


|F “fds =-— Flr — 3,0,2)(r 一 XjA0 o 
C4 
因此 ， 





1 i A0 
AS, EE 0 ~_rArAg [ 





+ 全 jr (r+ 他 ,0,:]-(r- 全 jrs(" -他 ,0,:] 
这 个 式 子 取 极 限 变 成 了 在 点 (r，9，z) 处 的 值 ， 为 (1/r)(9/97) (rfo)。 因 此 ， 


1 1 9 1 oF, 
( VxF),= lmAs .hds=— (re) - 


7 90° 
求 VxF 的 第 r 个 和 第 9 个 分 量 的 路 径 分 别 如 图 了 肚 -15c、d 所 示 。 你 日 己 会 在 习 
题 亚 -8 中 获得 这 两 个 分 量 。 为 了 完整 ， 给 出 Vx 了 在 柱 面 坐标 系 下 的 三 个 分 量 . 
( VxF) ~ 19Ff,. 07o 
J 











ee gh 
oe 





r 





oF 

(VxF), = (Pe) -pe 

下 面 这 个 例子 是 计算 在 柱 面 坐标 系 下 的 旋 度 ， 考 虑 函数 
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图 亚 -15 c) 图 亚 -15 d) 
F(r,0,z) =é,r’z +@grz cosO + er 
那么 ， 
(VxF) Ey 二 = 一 27zcosO ， 
” 7 00 0z 
- 
( VE z) em 2 
1] 0 ，，”， 2 
( VxF)., = 一 (7 “c0s0) -— (rz) =2z cos0, 
r 00 
因此 ， 
VxF = -286.rzcosg -2fyr” +2t.z cosO 


在 球面 坐标 系 下 旋 度 不 的 三 个 分 量 (见习 题 焉 -9) 如 下 : 


( VxF).= (sinDFr,) — a 
” rsin® 0 ld rsinD 00 








vxF 1 oFf, 1 
CVX )5 = nT 00 


0 
FR) ?9 


r oP 
面 这 个 例子 是 计算 在 球面 坐标 系 下 的 旋 度 ， 考 虑 





] oF., 
( VxF)s = (rho) - 








中 数 
F(r,0,9) er a ， 
r r rcosD 
那么 ， 
i 1 1 sec“ G 
(VxPF), a i rcos®D’” rsin® sin® 
1 
( VxF)s = 人 和 (cosg) = POPsing 
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1 0 1 0 1 
( VxF)o=—o (1) OO =0s 
因此 ， 
sec* PD 、 1 A 





旋 度 的 意 ; 





前 面 的 讨论 可 能 给 你 留 下 了 这 样 的 感 党 : 了 解 如 何 定义 和 计算 采 个 天 量 函 数 
的 旋 度 与 理解 它 的 内 涵 大 不 相同 。 旋 度 与 在 闭合 路 人 径 上 的 线 积分 相关 这 个 事实 
(实际 上 就 是 “curl” 这 个 词 本 号 ) 表明 了 它 和 事物 的 放 转 、 杰 和 曲 、 卷 缩 有 关 。 
依靠 流体 运动 的 几 个 例子 ， 我 们 会 尽力 将 这 些 模 糊 的 地 方 表达 的 清楚 一 些 。 














图 亚 -16 


假设 水 在 圆 形 的 路 径 中 流动 ， 就 像 浴 饶 排 水 一 样 。 在 时 刻 1， 一 小 块 水 的 体 
积 在 点 (x,，y) 处 的 坐标 为 x =rcoswt，y =rsinwt， 这 里 w 是 水 的 角速度 ， 为 常 
数 ( 见 图 亚 -162 ) 。 因 此 ,在 点 (x*，y) 上 它 的 速度 是 

v=i(dx/dt) +j(dy/dt) =7rowol -isinwt +Jjcoswt| 

=@( -iy +Jx) 
这 个 表达 式 给 出 了 所 谓 水 的 速度 场 ， 它 告诉 水 在 任 一 点 (x, y) 处 的 速度 。 
百 沉 告诉 你 ， 因 为 运动 的 路 径 是 圆 形 的 ， 这 个 速度 一 定 有 非 零 的 旋 度 。 事 实 上 ， 











GO 这 不 是 一 个 对 水 从 桶 中 流出 的 真实 描述 ， 由 于 旋转 的 水 相 切 地 切断 ， 它 的 角速度 随 着 7 的 变化 而 变 
化 。 但 是 它 既 能 达到 目的 又 很 简单 。 
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可 以 很 容易 表示 为 
V xv =2kw, 
这 个 结论 看 起 来 应 该 是 很 合理 的 ， 因 为 速度 的 旋 度 正比 于 旋转 水 的 角速度 。 看 到 
V xv 是 一 个 垂直 于 运动 平面 的 矢量 并 且 在 z 轴 正 方 各 上 ( 见 图 王 -17a)。 如 果 
水 围绕 另 一 方 回 旋转 ，*” 的 旋 度 则 在 z 轴 的 负 方 向 上 ( 见 图 下 -17b) 。 注 意 到 这 
是 与 右手 定 则 相 一 致 的 ( 见 书 60 -61 页 )。 如 果 把 一 个 之 桨 小 轮 放 在 水 中 ， 它 
会 开始 旋转 ， 因 为 冲击 的 水 会 施加 扭转 力 在 桨 上 ( 见 图 王 -18)。 些 外， 和 带 桨 小 
轮 会 绕 看 它 的 轴 旋 转 ， 指 回旋 度 的 方 问 。 























图 亚 -17 a) 图 亚 -17 b) 


图 亚 -18 


现在 考虑 一 个 不 同 的 速度 场 ， 
v=Jvoe A 
这 里 vo。 和 入 是 第 数 。 水 在 这 样 的 一 个 速度 场 下 会 有 一 个 如 图 肚 -19 所 示 的 流动 
的 图 。 在 所 有 的 点 处 速度 是 在 y 轴 的 正方 向 上 ， 且 它 的 大 小 (入 头 的 长 度 所 示 ) 
随 春 y 的 变化 而 变化 。 由 于 这 里 你 仪 看 到 和 二 线 流动 而 没有 任何 旋转 运动 ， 你 会 猜 
测 可 能 在 这 种 情况 下 V xv =0， 一 个 简单 的 计算 就 可 以 证 明 ， 你 会 是 正确 的 。 在 
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这 个 流动 的 图 中 任意 处 都 不 对 带 浆 小 轮 有 净 扭 力 ， 因 此 它 不 会 旋转 2” 。 





图 亚 -19 
上 一 个 例子 比 前 面 给 出 的 两 个 例子 更 具 技 巧 性 ， 并 且 如 末 你 不 仔细 ， 还 可 说 
明 直 觉 能 够 误导 你 。 设 一 个 速度 场 
v =Jvoe 
正如 前 面 的 例子 ， 在 这 种 情况 下 任意 点 处 的 速度 都 在 y 轴 方 向 上 ， 但 是 现在 它 随 
着 x 的 变化 而 变化 ， 而 不 随 y 变化 〈 见 图 焉 -20) 。 正 如 前 面 的 例子 ， 在 此 你 不 会 
找到 旋转 运动 的 证 据 并 且 你 可 能 再 次 猜测 Vxv =0。 但 是 ， 你 应 该 目 己 能 证 明 


—x2/A2 
O 











图 了 -20 


2 
VX -ko 

0 

A 





寓 桨 小 轮 放 在 这 种 流动 形式 中 都 会 飞 出 水 ， 尽 管 水 的 运动 处 处 都 在 相同 方向 上 。 





〇 如 果 Vxy=0， 这 个 流体 叫做 无 旋 度 。 对 比 66 页 脚注 操 。 
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原因 是 水 的 速度 随 着 x 的 变化 而 变化 ， 以 至 于 撞击 带 桨 小 轮 的 其 中 一 个 奖 (P， 
见 图 亚 -21) 比 其 他 桨 (P') 处 的 速度 更 大 。 因 此 ， 这 将 会 有 一 个 净 扭 力 。 在 数 
学 语言 中 ，y" .在 一 个 小 长 方 体 〈 见 图 亚 -22) 上 的 线 积分 将 不 等 于 0， 因 为 





Ay 
(x,y) AX 
0O Xx 
图 全-21 图 卫 -22 
|» fds = |» tds = 0， 
底 顶 
从 另 两 边 的 积分 是 
|» “fds = v,(% + Ax)Ay 
右 
和 


|» . fds (Ag 


左 
这 两 个 式 了 于 不 能 抵消 ， 因 为 v(x) 关 v(x + Ax)。 巧 合 的 是 ， 你 应 该 尽力 获得 使 
得 目 己 满意 的 解释 ， 为 什么 在 这 个 例子 中 当 % 是 一 个 正 数 (负数 ) 时 ，Vxv 在 
z 轴 的 人 负 ( 正 ) 方 回 上 ， 及 为 什么 当 x =0 时 ，Vxy=0。 


环 路 定理 的 微分 形式 
旋 度 被 定义 为 环 积 分 除 以 面积 的 极限 。 因 此 ， 
1 i 
n: Ve fds, 


这 里 hh 是 一 个 单位 癌 量 ， 与 在 曲线 退化 为 0 的 点 处 C 所 围 成 的 曲面 垂下 。 但 是 
如 来 五 是 一 个 静电 场 ， 那 么 


bE .id = 0 
C 
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对 于 任意 路 径 C 都 成 立 。 则 
hn. VxE=0, 
由 于 曲线 C 是 任意 的 ， 安 排 及 是 一 个 可 以 指向 我 们 所 选 的 任意 方 喇 上 的 单位 问 
量 。 因 此 ， 
取 太 =i,， 我 们 有 (VxE), =0; 
取 h=j, 我 们 有 (VxE), =0; 
取 姑 = 大， 我们 有 (Vx 五 ). =0。 
因此 ， 所 有 三 个 VxE 的 备 卡 儿 分 量 消失 ， 对 于 一 个 静电 场 ， 我 们 总 结 
VxE=0, 
这 是 环 路 定理 的 微分 形式 。 现 在 对 于 问题 “一 个 给 定 的 矢量 函数 下 (x，y，z) 
能 成 为 一 个 静电 场 吗 ?” 能 给 出 一 个 可 选择 的 很 容易 的 回答 。 这 个 答案 是 
如 果 VxF =0， 那 么 是 一 个 静电 场 ， 
如 果 VxFz0， 那 么 F 不 是 一 个 静电 场 。 
显然 ， 相 比 于 前 面 的 内 容 (58 页 ) 这 是 一 个 更 方便 的 判别 标准 ， 它 需要 确 
定 互 关于 所 有 闭合 路 径 的 线 积分 ! 为 了 让 大 家 熟悉 这 个 过 程 ， 下 面 举 几 个 例子 。 
例 1 FF=K (iy+jx) 是 一 个 静电 场 吗 ? (KK 是 一 个 常数 ) 这 里 


] 0 OX spQY 0 Ox OY 
不 三 下、 0 
人 J- We dz) +i( 0z W Res ay) 





=0 一 VXxf=0 
答案 : 是 静电 场 。 
例 2 下 =K (iy -jx) 是 一 个 静电 场 吗 ? 由 于 
1 Ox 
ra VxF =Kk( 一 


0 一 — Fk = VxPr = —2kK, 
0 Oy 





答案 : 不 是 静电 场 。 
从 这 些 例子 中 ， 能 看 出 应 用 这 个 标准 去 判断 静电 场 是 很 容易 的 。 


斯 托 克 斯 定理 





本 鞋 余 下 的 内 容 ， 将 从 目前 讨论 的 内 容 转 到 男 一 个 著名 的 定理 上 来 ， 它 会 使 
我 们 想起 散 度 定理 ， 然 而 它 又 不 同 于 散 度 定理 。 这 个 定理 以 数学 家 斯 托 区 斯 的 泊 
字 来 命名 ， 它 将 闭合 路 径 上 的 线 积分 和 新 状 面 路 径 的 面积 分 联系 起 来 ， 所 以 第 一 
项 工作 就 是 去 给 出 定义 。 假 设 有 一 个 封闭 的 曲线 C， 正 如 图 亚 -23a 所 示 ， 且 想象 
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一 一 


图 亚 -23 a) 


现在 假设 将 一 个 弹性 膜 附 在 如 图 亚 -23b 所 示 的 金属 丝 上 。 这 个 膜 是 曲线 C 
的 一 个 兰 状 面 。 乔 延展 这 个 膜 所 形成 的 任何 曲面 也 称 为 兽 状 面 ， 举 个 例子 如 网 
亚 -23c 所 示 。 图 亚 -24 说 明了 一 个 平面 环形 路 径 的 四 种 不 同 的 再 状 平 面 : a) 由 
加 所 围 成 的 平面 区 域 ,，b) 边缘 为 圆 的 一 个 半球 ，e) 一 个 傻瓜 帽 状 的 曲面 (一 
个 直立 的 圆锥 ) ， 和 d) 一 个 金枪鱼 缸 头 状 的 上 表面 和 侧面 。 





它 古 由 金属 丝 制 成 的 。 





图 了 -24 


有 了 这 些 基 本 说 明 ， 通 过 考虑 某 个 财 曲 线 C 和 一 个 盖 状 面 $ ( 见 图 三-25a) 
来 开始 讨论 斯 托 克 斯 定理 ， 你 就 不 会 感到 惊讶 。 正 如 之 前 做 的 那样 ， 用 具有 N 
个 面 的 多 面体 来 近似 这 个 盖 状 曲面 ， 每 一 个 面 在 某 点 处 与 S$ 相 切 ( 见 图 严 - 
25b) 。 注 意 这 将 会 目 动 生成 一 个 多 边 形 (在 图 三 -25b 中 所 标记 的 点 尸 处 ) ， 近 
似 于 曲线 C。 设 下 (*，y，z) 是 一 个 具备 良好 性 质 的 矢量 郧 数 ， 通 过 由 曲线 C 
和 它 的 闭 状 面 $ 所 占据 的 空间 区 域 所 定义 。 形 成 正在 C1 上 的 环 积分 ，C) 为 多 面 
体 第 /平面 的 边界 : 








br “fds 。 


Cl 
如 有 果 对 于 多 面体 的 每 个 平面 都 这 样 做 ， 那 么 将 所 有 的 环 积 分 相 加 ， 则 断定 这 个 和 
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图 全 -25 a) 图 亚 -2S b) 


式 将 与 正在 多 边 形 P 上 的 环 积分 相等 : 


N 
5 Ftds = Fhds. (用 -9) 
bo P 

这 很 容易 证 明 。 考 虑 两 个 相 邻 的 平面 ， 如 图 而 -26 所 示 。 关 于 左手 平面 上 的 环 积 
分 〈 见 图 亚 -26a) 包含 来 自 线段 4B 的 一 项 ， 它 是 | .hds。 但 是 线段 4B 是 两 
个 平面 的 公共 部 分 ， 且 它 在 右手 平面 上 的 环 积分 ( 见 图 亚 -26b) 是 


[Fids= -| Pid 


B B 
A A 
图 亚 -26 a) 图 亚 -26 b) 


看 到 穿 过 公共 线段 4B 一 种 方式 是 它 作为 左手 平面 的 边界 部 分 ， 另 一 种 方式 是 它 
作为 右手 平面 的 边界 部 分 。 因 此 ， 当 下 关于 这 两 个 平面 的 环 积分 相 加 时 ， 在 线 
段 4B 上 有 


[Ftds+r[ Fids=0, 


显然 ， 两 个 相 邻 平面 的 公共 线段 对 于 方程 ( 亚 -9) 的 和 式 是 没有 贡献 的 ， 因 为 
这 样 的 线段 总 是 产生 可 以 相 消 的 两 项 。 但 是 所 有 线段 都 是 相 邻 面 的 公共 线段 ， 除 
了 那些 组 成 多 边 形 P 的 线段 。 这 样 建 立 了 方程 ( 亚 -9) 。 
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下 面 ， 用 与 证 明 散 度 定 理 类 似 的 方法 来 证 明 。 写 出 


1 
= DD [hE .ids]AS, ( 亚 -10) 





这 里 ，AS; 是 第 /个 面 的 面积 。 在 中 括号 内 的 量 近 似 地 等 于 有 ，(Vx 巨 ))， 这 里 
,是 在 第 /个 面 上 的 单位 正法 向 量 且 (Vxz), 是 在 与 $ 相 切 的 第 1 个 面 上 某 点 上 
计算 出 的 矢量 孔 数 的 旋 度 。“ 近似 地 ”是 因为 事实 上 它 是 当 方 程 ( 亚 -10) 中 
括号 内 的 AS; 趋向 于 0 时 的 极限 值 ， 它 被 定义 为 名 . (Vx 五),。 写 成 





N N 
. 1 A . 八 
lim 2 id]AS, = lim > (Vx F)IAS, 
每 个 AS 广 ”0 a 每 个 AS 0 
= | vx Fds, (了 H-11) 
S 
由 于 曲线 C 是 多 边 形 P 的 极限 形式 ， 也 有 

im $F .2ds = fF ds, (WL-12) 
ms C 


每 个 AS 一 ”0 
将 方程 〈 焉 -10) 、 方 程 〈 亚 -11) 和 方程 ( 亚 -12) 合并 ， 最终 得 出 斯 托 克 斯 
定理 . 


pr .tds = i vx Fds, (I-13) 
G S 








这 里 $ 是 覆 产 曲线 C 的 任意 曲面 。 因 此 ， 斯 托 克 斯 定理 说 明了 一 个 天 量 晒 数 在 
采 个 财 合 路 径 上 切线 分 量 的 线 积 分 等 于 那个 函数 的 旋 度 的 法 回 分 量 在 这 个 路 径 的 
任意 盖 状 面 上 的 面积 分 。 斯 托 克 斯 定理 适用 的 矢量 函数 连续 可 微 并 且 在 C 和 4 
上 有 连续 导数 。 
举 一 个 例子 。 取 已 (x，y，z) = 记 +jx -kx, C 为 圆心 在 原点 半径 为 1 的 圆 
上 且 位 于 xOy 平面 上 ， 且 $ 是 由 圆 所 围 成 的 xOy 平面 的 部 分 ( 见 图 亚 -27a) 。 那 么 
F .tds=zdx +xdy 一 xdz。 


因此 ,hds = 中 xdy。 在 此 之 前 ， 总 是 用 弧 长 参数 将 曲线 参数 化 。 然 而 ， 在 
C 














这 种 情况 下 ， 路 径 C 很 容易 地 被 参数 化 为 角 0 的 形式 。 如 图 置 -27b 所 示 ， 因 此 ， 
写成 
73 


散 度 、 旋 度 、 梯 度 释义 (图 解 版 ) 
"7 


图 亚 -27 a) 图 亚 -27 b) 








prdy = = * 9yd0 = = 厂 cos“0d0 = 1, ( 虽 -14) 


这 里 ， 利 用 = cos0 日 y =sin0。 
下 面 计算 
i j k 
VxF= 9/0x 9/9y 0/90z| =2) +k 





其 中 畜 状 面 是 x0y 平面 的 一 部 分 ， 以 至 于 在 正方 同上 的 单位 法 癌 
因此 ， 








本 
。 
| 


n.VxF=k. (27+K) =] 
日 
ja. vas = Jas =" ( -15) 








由 这 个 等 式 可 看 出 面积 分 仅仅 是 单位 国 的 面 耻 . 由 于 这 个 结 采 [方程 ( 亚 -15 ) 
和 前 一 个 所 取得 的 结果 [方程 〈( 焉 -14) ] 相同 ， 因 此 进一步 说 明了 斯 托 克 斯 定 
理 [方程 ( 亚 -13) ] 。 

重新 计算 ， 这 次 选取 半球 面 作为 盖 状 面 3$， 如 图 亚 -27c 所 示 。 在 方程 
(本 -13) 中 用 五 取代 VxFf， 有 


Ja. Wt -2(— TE) +1ldrdy 





= 2| dxdy 十 jaxay 
R R 
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图 亚 -27 c) 


这 里 民 是 xOy 平面 上 的 单位 圆 ， 如 图 亚 -27a 所 示 。 本 











就 是 那个 圆 的 面积 ， 且 它 的 值 为 ~。 第 一 个 积分 可 以 通过 引进 极 坐 标 系 来 求 
解 。 有 


中 Sony = 2 — 


“而 OrdrdO0 rdr 
=2] ee Pa i = 


容易 证 明 关于 6 的 积分 是 0。 因 此 ， 外 和 .VxFdS =m， 与 之 前 的 结论 一 致 








斯 托 元 斯 定理 的 应 用 





斯 托 克 斯 定理 的 一 个 重要 应 用 是 安培 环 路 定理 。 考 虑 包围 电流 7 了 的 任意 闭环 
We 即将 C 的 方 回 和 正 
的 法 同 量 与 一 个 盖 状 面 C 相 联 系 。 安 培 环 路 定理 表明 磁场 B 的 线 积分 是 和 电流 
po 





$B “tds = uol 
C 


图 了 -28 
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这 里 常数 jo 叫做 真空 磁 导 率 ， 值 为 1.257 x10 -N/A。 这 个 定理 像 高 斯 定理 和 环 
路 定理 一 样 描述 了 场 的 积分 (在 这 种 情况 下 是 磁场 )， 也 能 很 容易 的 重新 表达 来 
求 一 点 处 的 电场 强度 。 不 过 要 首先 引进 电流 密度 了 ( 见 39 页 ) 。 因 此 ， 如 果 电 流 
流 过 一 个 法 向 量 为 及 ， 面 积 为 AS 的 区 域 〈 见 图 亚 -29) ， 电 流 密 度 为 J， 则 








AT =J :fAS, 
这 里 A 是 全 部 电流 。 即 电流 密度 是 一 个 矢量 函数 ， 它 的 大 小 是 单位 面积 的 电流 
日 它 的 方 回 是 电流 流动 的 方 回 。 如 有 果 (x,，y,，z) 是 电流 密度 ， 那 么 通过 一 个 





AN 


图 亚 -29 
面 S 的 全 部 电流 是 
jy de 


S 


因此 ， 和 安培 定理 可 写成 

$B -tds = po has, 

C S 
5 为 任意 盖 曲 线 C 的 面 。 在 通常 的 情况 下 ， 如 果 电 流通 过 一 根 电 线 ， 它 的 横 截 面 
不 包括 全 部 着 状 面 ， 那 么 没有 关系 ; 如 果 对 于 面 5 被 电线 稚 的 部 分 JJ 和 关 0， 而 对 
于 其 他 部 分 J=0 ( 见 图 亚 -30) ， 那 么 在 大 于 电线 横 和 截面 的 面积 上 积分 。 因 此 ， 


| yr:aas= | ids, 


电线 的 交叉 整个 盖 状 平面 $ 
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现在 应 用 斯 托 元 斯 定理 [方程 ( 亚 -13) ] ， 有 
$B -tds = i. vx Bds = ph: qs, 
C S S 
由 于 C 和 5 是 任意 的 ， 有 
VxB=uo0J。 
这 是 安培 定理 的 微分 形式 。 当 场 不 随时 间 的 变化 而 变化 时 ， 它 也 是 麦克 斯 韦 方 程 
组 中 方程 的 一 种 特殊 情况 。 








斯 托 克 斯 定理 和 单 连 通 区 域 


出 于 许多 原因 ， 包 括 某 些 重 要 的 应 用 ， 必 须 确定 斯 托 克 斯 定理 能 否 适 用 于 三 
维 空间 中 的 某 个 区 域 D。 由 此 希望 这 个 定理 能 适应 于 完全 落 在 D 上 的 任意 闭 曲 线 
C 和 完全 混在 D 上 5C 的 任意 盖 状 面 。 当 然 ， 这 意味 厦 函数 必须 是 连续 可 微 的 
日 在 D 上 有 连续 的 一 阶 导数 。 人 然而， 除 此 之 外 ， 还 必须 对 区 域 D 本 映 有 限制 。 
为 了 理解 这 是 如 何 出 现 的 ， 首 先 假设 D 是 一 个 球 的 内 部 。 如 果 玉 在 九 的 每 一 处 
都 是 光滑 吕 的 ， 那 么 斯 托 克 斯 定理 适用 于 完全 落 在 D 上 的 任意 闭 曲线 ， 且 同样 适 
用 于 完全 光 在 D 上 5C 的 任意 盖 状 面 。 换言之 ， 斯 托 元 斯 定理 对 于 D 上 的 任意 位 
置 都 成 立 。 稍 动 一 下 脑筋 ， 你 应 该 确信 同样 的 道理 也 可 以 应 用 于 两 个 同心 球 之 间 
的 区 域 ， 前 提 条 件 是 假设 在 那个 区 域 F 是 光滑 的 。 但 是 对 于 某 些 特定 种 类 的 区 
域 ， 麻 烦 就 来 了 。 例 如 ,假设 D 是 一 个 环 面 的 内 部 (大概 像 一 个 硬 面包 圈 或 一 
个 内 充气 简 ， 见 图 亚 -31 ) 。 在 这 种 情况 下 ， 这 个 问题 是 在 D 上 构造 一 个 封闭 的 
曲线 是 可 能 的 ， 这 个 曲线 就 像 图 中 所 示 的 那 
样 ， 有 这 样 的 性 质 : 它 的 盖 状 面 完 全 不 在 也 
上 上。 尽管 在 D 上 是 光滑 的 ,但 没有 条 件 在 
它 的 其 他 地 方 发 生 ， 以 至 于 在 区 域 之 外 ， 它 
可 能 不 能 完全 满足 光滑 的 要 求 来 保证 斯 托 区 
斯 定理 的 有 效 性 。 如 果 F 在 S$S 上 不 是 光滑 
的 ， 由 定理 所 确定 的 在 C 上 线 积 分 和 在 $ 上 
面积 分 之 间 的 关系 在 许多 情况 下 就 会 被 破坏 。 

数学 家 将 诸如 一 个 球 的 内 部 或 在 两 个 同心 球 之 间 的 空间 称 为 单 连 通 的 ， 而 一 





















































@ 今后 ， 可 以 认为 如 采 一 个 函数 是 光 请 的 ， 则 意味 着 它 是 连续 的 ， 可 微 的 并 且 有 连续 的 一 阶 导 数 。 





77 


散 度 、 旋 度 、 梯 度 释义 (图 解 版 ) 





个 环 面 的 内 部 不 是 单 连 通 的 。 由 定义 ,一 个 区 域 D 是 单 连 通 的 ， 如 果 完 全 落 在 D 
上 的 任意 闭 曲 线 退 化 为 一 点 时 仍然 在 D 上 。 用 这 个 定义 ， 你 应 该 能 证 明 一 个 球 
的 内 部 和 两 个 同心 球 之 间 的 区 域 部 是 单 连通 的 ,但 是 一 个 环 面 的 内 部 不 是 。 由 于 
单 连通 的 概念 很 容易 理解 ， 所 以 很 容易 指出 能 应 用 斯 托 殉 斯 定理 的 区 域 的 条 件 : 
天 量 函 数 正 必须 在 一 个 单 连通 区 域 忆 上 处 处 光 请 。 那 么 斯 托 克 斯 定理 [方程 
( 亚 -13) ]】 对 于 任意 团 曲线 C 和 的 任意 病状 面 $ 虱 完 全 沙 在 D 上 是 有 效 的 。 

通 第 我 们 过 到 的 函数 部 假设 是 光滑 的 并 且 关 注 的 区 域 是 单 连通 的 。 然 而 ， 有 
些 情况 , 像 下 一 市 将 要 讨论 的 ， 蛙 连通 性 扮演 看 关键 性 的 角色 ， 当 直到 时 ， 再 进 
一 步 讨论 。 








路 径 的 独立 性 和 旋 度 


在 关于 环 路 定理 微分 形式 的 讨论 中 ,已 经 证 明了 因为 一 个 静电 场 五 在 任意 
闭合 路 径 上 的 线 积 分 是 0， 那 么 五 的 旋 度 是 0。 同 样 对 于 任意 矢量 函数 也 是 成 立 
的 。 即 ， 如 末 








pe .id = 0 
C 


在 所 有 闭合 路 径 C 上 上， 那么 





VxF =0, 
这 个 事实 的 证 明 恰 好 和 74 -75 页 中 给 出 的 每 一 处 的 被 FF 所 替代 是 相同 的 。 
这 一 陈述 反 过 来 说 也 成 立 吗 ? 即 ， 如 果 Vx =0， 这 是 否 意 味 着 下 在 所 有 
闭合 路 径 上 的 环 路 积分 都 是 0 吗 ? 一 眼看 上 去 这 个 问题 的 答案 可 能 是 正确 的 。 因 
为 假设 VxF =0， 那 么 可 以 应 用 斯 托 克 斯 定理 并 且 注 意 到 ， 


pr .tds = i. vxFds =0。 
C 











S 

然而 ， 在 推理 中 存在 缺陷 。 回 忆 斯 托 殉 斯 定理 的 有 将 性 要 求 下 在 一 个 单 连通 区 
域 是 光 清 的 。 如 傈 区 域 不 是 单 连通 的 ， 斯 托 克 斯 定理 可 能 不 成 立 ， 至 少 对 于 茶 些 
淆 在 区 域 上 的 闭 曲线 如 此 ，V xF =0 这 个 事实 不 能 保证 正在 所 有 闭合 路 从 上 的 
环 路 积分 是 0。 要 想 使 这 一 陈述 反 过 来 说 也 成 立 ， 可 表述 为 ， 如 朱 在 一 个 单 连通 
区 域内 的 每 一 处 午 有 VY x 羽 =0， 那 么 正在 那个 区 域内 的 所 有 闭合 路 径 上 的 环 路 
积分 为 0。 这 两 种 陈述 “ 环 积分 为 0” 和 “ 旋 度 等 于 0” 仅 仪 在 单 连通 区 域内 是 
等 价 的 。 
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有 一 种 不 同 但 经 常 使 用 的 方法 来 描述 环 路 积分 和 旋 度 之 间 关系 ; | 严 . gds 是 
C 


路 径 独立 的 ， 那么 Vx=0， 如 果 在 一 个 单 连通 区 域内 有 VxR =0， 那么 | . 
C 





和 ds 是 路 径 独立 的 。 你 应 该 能 自己 建立 它们 这 种 关系 。 
习题 且 


于 -1 ”利用 类 似 教材 中 库仑 力 (55 - 57 页 ) 中 给 出 的 一 个 结论 来 证 明 对 于 
任意 的 中 心力 ,| tdt 是 路 径 独立 的 。 
C 
厂 -2 ”在 教材 中 通过 在 一 个 小 矩形 上 积分 得 到 结论 





oF oF, 
( VXP)s gy 
作为 路 径 独 立 这 个 事实 的 一 个 例子 ， 利 用 图 中 所 示 的 三 角形 路 径 重 新 推导 这 个 


结论 。 


-一 





O 5 

亚 -3 ”应 用 方程 〈 亚 -7b) 计算 下 列 每 一 个 函数 的 旋 度 : 

(a) 2 4 = 

(b) 3ixz— kx’ 

(c) ie Y +Je “+ke ” 

(d) iyz +Jxz + kxy 

(e) -iyz+jJxz 

({) ix +iy+k (x +y) 

(8) ixy +jy” +kyz 

(h) (ix+jy+kz) /(x +y +2)”, (x, y, z) 天 (0, 0, 0) 
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于 -4 (a) 计算 习题 于-3 (a) 中 的 函数 在 正方 形 路 径 上 的 积分 和 FP. ?ds。 


正方 形 的 边 长 为 *， 中 心 在 点 (xo，yo，0) 人 处， 放置 于 x0y 平面 中 且 每 条 边 都 与 

(b) 用 (a) 的 结果 除 以 正方 形 的 面积 并 且 求 当 s 一 0 时 极限 值 。 把 你 的 结 
论 和 习题 时 -3 (a) 中 得 到 的 旋 度 的 z 分 量 作 比较 。 

(c) 对 于 习题 亚 -3 (b)，(c)，(d) 中 的 函数 重复 (a) 和 (b) 的 过 程 。 
( 莹 试 不 同方 向 或 不 同形 状 的 路 径 ， 你 会 发 现 它 很 有 趣 。) 

开 -5 (a) 计算 PF ?ds， 这 里 


F=k(y+y’) 
在 如 图 所 示 的 三 角形 的 周 长 上 积分 方 回 如 箭头 所 指 的 方向 ) 。 
















(a,0,0) 





(b) 用 (a) 的 绪 东 除 以 三 角形 的 面积 并 且 求 出 当 一 ”0 时 极限 值 。 
(c) 证 明 (b) 的 结论 是 A. Vx 在 点 (0, 0, 0) 上 计算 的 结果 , 这 里 











是 一 个 和 三 角形 垂直 的 单位 法 回 量 且 由 原点 指 回 外 部 。 
亚 -6 证明 
A xr 
Vx 7 =A, 





这 里 r=ix +jy +kz 且 A 是 一 个 常 和 拓 量 。 

亚 -7 证明: V. (VxF) =0。 (假设 二 阶 混合 俩 导数 与 微分 的 顺序 无 天 。 
例如 ，9“F_/9x9z=90”F./0z0x。) 

亚 -8 本 书 中 (63 -66 页 ) 在 柱 面 坐标 系 下 得 到 V x 的 z 分 量 。 继 续 用 同 
样 的 方式 ， 求 出 在 66 页 中 给 出 的 0 分 量 和 7 分 量 。 

亚 -9 按照 书 中 (63 -66 页 ) 所 给 出 的 推导 过 程 ， 求 出 在 书 中 66 页 给 出 的 
球面 坐标 系 下 V xF 的 表达 式 。81 页 给 出 的 图 有 助 于 这 一 问题 。 
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亚 -10 (a) 在 柱 面 坐 标 系 下 重新 求 习 题 亚 -3 (e) 中 的 函数 旦 应 用 63 页 
所 给 出 的 表达 式 计 算 它 的 旋 度 。 将 你 的 结论 转换 成 稍 卡 儿 坐 标 系 下 并 且 和 习题 
亚 -3 (e) 的 答案 进行 比较 (见习 题 开 -16) 

(b) 对 习题 亚 -3 (f) 的 晒 数 重复 上 面 的 计算 。 

亚 -11 (a) 在 球面 坐标 系 下 重新 求 习 题 亚 -3 (g) 中 的 函数 旦 应 用 63 页 
给 出 的 表达 式 计算 它 的 旋 度 。 将 你 的 结论 用 笛 卡 儿 坐 标 表 示 并 且 和 习题 亚 -3 
(g) 的 答案 进行 比较 〈 见 习题 下 -17) 

(b) “对 习题 亚 -3 (h) 的 函数 重复 上 面 的 计算 。 





亚 -12 ”任何 同心 力 能 够 写成 
F(r) =6 f(7) 
的 形式 ， 这 里 6, 是 一 个 在 天 径 方 加 上 的 单位 回 量 且 /是 一 个 标量 函数 。 利 用 旋 度 
的 耳 接 计算 来 证 明 这 个 函数 是 无 旋 的 ( 即 ,，V xF=0)。 
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于 -13 ” 习 赴 三 -3 中 的 哪个 隐 数 是 静电 场 呢 ? 
三-14 ”应 用 斯 托 克 斯 公式 证 明 
pids =0,， 
C 
这 里 C 是 一 条 闭 曲 线 且 ? 是 一 个 与 曲线 C 相 切 的 单位 向 量 。 
亚 -15 ”在 下 面 每 一 种 情况 下 验证 斯 托 克 斯 公式 $F .fds = | : vx Fds: 
C S 
(a) F=iz -jy’。 
C 是 如 图 所 示 位 于 x0y 平面 上 的 边 长 为 1 的 正方 形 。 
S 是 如 图 所 示 的 五 个 正方 形 8 ，S;，S; ，S4，355。 











(b) F=iy +]Jz +kx, 
C 是 如 图 所 示 三 17 村 册 弧 L1 ， (> ， (Gs 
S 是 由 这 三 条 弧 所 围 成 的 球 x* +y +z =1 的 第 一 卦 限 的 部 分 。 








(c) FPF=iy -Jx+kz, 
C 是 位 于 x0y 平面 半径 为 尺 的 圆 ， 它 的 圆心 在 (0，0，0) ， 方 向 如 图 所 示 。 
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5 是 半径 为 RR 局 为 h 的 圆柱 的 侧面 和 上 底面 。 

亚 -16 (a) 考虑 一 个 矢量 函数 ， 它 在 两 条 闭 曲线 C1 ，C， 上 和 在 如 图 所 示 的 由 
它们 所 围 成 的 区 域 的 任意 冀 状 面 $ 上 处 处 均 有 这 样 的 性 质 ，V xF =0。 证 明 在 
Ci 上 的 环 积分 等 于 在 C 上 的 环 积分 。 在 计算 这 个 环 积分 的 过 程 中 ， 它 指 
回 如 图 所 未 的 箭头 方 癌 。 








C2 
(b) 带 有 一 个 标准 电流 了 的 一 条 无 限 长 的 直 电 线 的 磁场 是 B= (2mr)6ei。 证 
明 除 了 在 >=0 之 外 其 他 任意 点 处 V xB 为 0。 


了 


NN 
Wg | 


(c) 对 于 在 (b) 中 所 给 出 的 电线 的 场 ， 证 明 安 培 环 路 定理 。[ 提示 : 利用 (b) 
的 结论 去 求 在 围绕 一 个 圆 的 B 的 环 积分 ， 同 时 这 条 线 穿 过 圆 的 圆心 且 和 它 所 在 
的 平面 垂下。 然后 利用 (a) 的 结论 说 明 这 个 环 积分 和 在 包围 电流 的 任意 曲线 周 
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围 的 环 积分 之 间 的 关系 。| 
亚 -17 (a) 考虑 在 柱 面 坐标 系 下 所 给 出 的 函数 
二 


证 明 斯 托 克 斯 定理 不 适用 于 这 个 函数 如 果 C 是 位 于 xOy 平面 上 圆心 在 原点 半径 
为 RR 的 加 ,有 旦 S 是 由 C 所 围 成 的 x0y 平面 的 部 分 。 在 这 种 情况 下 ， 为 什么 这 个 
定理 不 成 立 呢 ? 

(b) 考虑 区 域 0， 它 包含 除了 z 轴 之 外 所 有 三 维 空间 。 在 (a) 中 被 定义 的 函数 
F 在 D 上 是 光滑 的 吗 ? 斯 托 克 斯 定理 在 D 中 成 立 吗 ? 万 是 一 个 单 连通 区 域 吗 ? 
亚 -18 在 电路 C 中 的 电动 势 入 等 于 电场 妃 在 电路 C 上 的 环 积分 : 

















ZF = jE.id;. 
C 
法 拉 第 发 现在 稳定 电流 下 ， 一 个 电动 势 可 由 一 个 变化 的 磁 通 量 引 起 。 即 ， 
dD 
8= -号 ， 
这 里 
5 = |B ids, 
S 





;是 时 间 (不 要 将 它 和 相 切 矢量 ? 相 混淆 ) ， 且 5S 是 C 的 任意 盖 状 面 。 利 用 这 个 
已 知 条 件 和 斯 托 克 斯 公式 推导 方程 
oB 
V xE = 二 
它 是 麦克 斯 韦 方程 组 的 其 中 一 个 。 
三 -19 确定 线 积分 | 严 ,gd 的 值 ， 这 里 
CG 











F=(e -ze “)it(e “—xe 7)7+(e -ye 一) 天 
且 C 


1 
= In(l +p) 


y=sin 了 0<p1 


"= 

= 
是 从 (0, 0, 0) 到 (1,，1,，1) 的 路 径 [建议 : 在 求解 之 前 先 想 一 想 ! 
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亚 -20 “麦克斯韦 方 程 是 
V.E=p/eo， 和 V .B=0, 


EF 


这 里 五 是 电场 , 中 是 磁场 ，po 是 电 伍 密度 ， 且 J 是 电流 密度 。 应 用 关 元 斯 韦 方 程 
推导 连续 方程 








V: J + 2= =0s 


解释 这 个 方程 。 
亚 -21 ”电磁场 储存 能 量 ， 可 以 证 明 在 体积 V 中， 电磁 场 能 量 的 数量 是 


jesav 
V 
这 里 能 量 密度 
pr =3(eoE E+B.: B/mo) = (soF’ +B’/mo)., 


利用 麦 元 斯 韦 方 程 (见习 题 于 -20) 证 明 


pe (2 
ot Mo 





]= -1:8 
解释 这 个 方程 。 
亚 -22 (a) 将 散 度 定理 应 用 到 函数 

G(x,y) =iG,.(%,y) +jG,(%,y), 
en ee 它 的 上 底面 
和 它 有 相同 的 形状 ， 并 且 平 行 ， 且 它 的 边 平 行 于 z 轴 。 用 这 种 方式 得 到 关系 式 


jw -su ls， jd ， 


这 是 散 度 定理 在 二 维 空间 中 的 应 用 。 
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(b) 将 斯 托 殉 斯 定理 应 用 到 函数 
F(x,y) =iF,(%,y) tjF,(%,Y), 
C 是 全 部 在 x0y 平面 上 的 财 曲 线 并 且 $ 是 由 C 所 围 成 的 x0y 平 面 上 的 区 域 R。 用 
这 种 方式 得 到 关系 式 
oF oF 
Prd -Fdy = lle Jay , 
这 是 斯 托 元 斯 定理 在 二 维 空间 中 的 应 用 。 
(c) 证 明 在 二 维 空间 中 ， 散 度 定 理 和 斯 托 克 斯 定理 是 等 价 的 。 
亚 -23 (a) 设 C 是 x0y 平 面 上 的 一 条 闭 曲 线 。 也 数 FF 必须 满足 什么 条 件 使 得 


pF -ids =4, 
C 








这 里 4 是 由 C 所 围 成 的 区 域 吗 ? [提示 : 见习 题 下 -22 。 |] 
(b) 给 出 函数 五 满足 (a) 中 性 质 的 几 个 例子 。 
(c) 应 用 线 积分 求 面积 公式 
(i) 一 个 矩形 
(ii) 一 个 直角 三 角形 
(让 ) 一 个 圆 
(d) 证 明 由 平面 曲线 所 围 成 的 面积 的 大 小 为 


2 x fds ， 














这 里 r=ix +jy。 
亚 -24 (a) 在 矢量 微 积 分 中 有 一 个 重要 的 定理 是 Y . G =0 (这 里 G 是 某 个 可 微 
的 矢量 函数 ) ， 等 价 于 G=V x 有 HH (这 里 五 是 男 一 个 可 微 函数 )。 为 了 证 明 这 个 
问题 ， 首 先 注意 到 G = V x 五 说 明 y .G=0 (见习 题 于 -7)。 为 了 证 明 V . G=0 
意味 着 可 以 写成 G=V x 互 ， 最 简单 的 程序 是 给 出 五; 

及 = 0， 





H, 三 | GCsy a) ds, 


H, =- | G(x%',y,2) dx + [ G(xo,y ,2) dy’, 
%0 ]0 


这 里 xo 和 yo 是 任意 常数 。 和 直接 计算 便 可 证 明 如 果 V .G=0, 则 G=V xH。 
(b) 在 (a) 中 出 现 的 矢量 函数 HH 是 唯一 的 吗 ? 也 就 是 ， 除 了 证 明 关 系 式 G = 
V x 是 错误 的 方法 之 外 ， 我 们 能 用 其 他 方法 来 改变 它 吗 ? 
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亚 -25 ”确定 下 列 情 况 是 否 可 以 写成 G = V x 五。 在 可 以 的 情况 下 , 求 石 (见习 
题 亚 -24) 。 

(a) G=iy +]Jz +kx, 

(b) G =Bok，Bo 是 一 个 常数 。 

(c) G=z -ky’, 

(d) G=2ix -jy -kz, 

(e) G=2ix -jy +kz, 

于 -26 ”由 于 任意 人 磁场 B 的 散 度 是 0， 我 们 可 以 写 为 B=V x4 (见习 题 焉 -24) 。 
证 明 4 在 任意 一 个 封 财 路 径 C 的 环 积分 等 于 通过 镍 兰 C 的 任意 面 $ 的 B 的 通 量 。 
亚 -27 ”应 用 斯 托 克 斯 公式 和 散 度 定 理 证 明 习 题 亚 -24 (a) 的 陈述 。 [提示 : 见 
下 图 ] 





于-28 (a) 方程 G=V xH 的 积分 形式 是 什么 ?|[ 提示: 将 安培 环 路 定理 的 微 
分 和 积分 形式 作 比 较 。] 

(b) 在 (a) 中 利用 从 习题 亚 -25 中 选取 的 G 和 瑟 函数 ,证 明 你 的 结论 ， 积 分 路 
径 和 曲面 目 己 选取 。 

亚 -29 ”在 本 书 中 我 们 定义 旋 度 为 某 个 比率 的 极限 。 一 个 可 选 的 定义 由 方程 


. ] 不、 
VxF | x FdS 


给 出 ， 这 里 五 是 位 置 的 矢量 哨 数 ， 积 分 在 包围 体积 AV 的 一 个 封闭 曲面 $ 上 计 
算 ， 且 及 是 和 5S 垂直 的 单位 同 量 ,方向 指向 所 围 成 体积 的 外 部 。( 这 个 定义 不 像 
本 书 中 所 给 出 的 那样 ， 它 不 能 显示 旋 度 的 几何 意义 。 然 而， 至 少 在 一 个 方面 它 可 
能 是 较 受 欢迎 的 : 它 给 出 了 V xF 而 不 仅仅 是 它 的 一 个 分 量 。) 

(a) 用 类 似 于 本 书 中 处 理 散 度 问 题 所 使 用 的 方法 ， 在 一 个 立体 上 积分 并 证 明 上 
面 方程 〈( 亚 -7b) 所 给 出 的 定义 。 

(b) 正如 我 们 在 本 书 中 所 建立 散 度 定理 时 的 讨论 ， 对 于 旋 度 应 用 上 面 的 表达 式 
来 推导 出 方程 
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axras= | vxFav, 
V 


S 
这 里 V 是 由 5 所 围 成 的 体积 。 
(c) 直接 通过 散 度 定理 来 推导 (b) 中 的 方程 。[ 提示 : 在 散 度 定 理 中 ， [方程 
(I-30)] 用 exF 代 蔡 ， 这 里 e 是 一 个 任意 常 问 量 ,] 
(d) 证 明 (b) 中 的 方程 为 F=iy -jz+kx 并 且 V 是 如 图 所 示 的 单位 立方 体 。 








亚 -30 ”结论 


oF, oF 





(VR 
通过 计算 下 在 一 个 长 方形 ( 见 本 书 58 页 ) 和 一 个 直角 三 角形 〈 见 习题 亚 -2) 周 
围 的 环 积分 被 建立 了 。 在 这 个 问题 中 ， 你 需要 证 明 的 是 当 在 位 于 xOy 平面 上 的 任 
意 团 曲线 周围 来 计算 环 积分 时 ， 结 论 仍然 成 立 。 
(a) 利用 如 图 所 示 的 一 个 多 边 形 P 来 近似 x0y 平 面 上 的 任意 闭 曲线 C。 用 PP 将 
所 围 成 的 区 域 细 分 成 N 块 ， 第 1 块 的 面积 是 AS,。 依 照章 图 便 可 目 己 确认 分 割 的 
小 体积 只 能 是 两 种 形状 : 矩形 和 直角 三 角形 。 


C P 
































(b) 设 C(x,y) =9F,/9x -9Foy， 用 泰勒 展开 式 证 明 对 于 V 很 大 和 每 个 AS, 很 
小 时 ， 
N 
pe .id 一 5 fF .ds 
p 1 


=1 ww 
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aC\) ~ 
= C(x00) AA + (EE) x -0)AS, 
, xo,yo t=1 
0 
+ (2) D0 yo)AS + 
4 xo,yo (=1 


这 里 C, 是 第 1 块 的 周 长 ，(xo， Yo) 是 由 PP 所 围 成 的 区 域内 菜 点 ,有 旦 A4 是 由 P 
所 围 成 的 面积 。 





(c) 证 明 
lim $F .fds = pF 。 fds 
N—% 
每 个 AS 8 


= [C(xo,y0) + (x -0) (2 


Xo,Y0 


(5m) (06) as 
X0，]0 


这 里 AS 是 由 C 所 围 成 的 区 域 的 面积 , 且 (x,y) 是 区 域 尺 重心 的 坐标 ， 即 


二 ns 和 7 = aslraey 





(d) 最 后 ,计算 


. ] 
(Vx F), = lim As fds 。 
关于 而 ”0 
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现在 我 们 已 经 研究 了 下 面 两 个 结论 的 关系 : 
1. 对 于 任意 闭 曲 线 有 $F .fds = 0。 
C 





2,. VX 和 0 

在 上 一 半 可 以 看 到 由 这 两 个 结论 中 的 第 一 个 可 以 推导 出 第 二 个 ， 并 且 它 相当 
于 明确 肯定 .i 的 线 积 分 是 路 径 独 立 的。 我 们 也 可 以 看 到 如 果 在 一 个 单 连通 
区 域 上 是 光 请 的 ， 那 么 由 第 二 个 结论 也 可 以 推导 出 第 一 个 。 你 可 能 认为 用 两 种 方 
式 陈述 某 件 事 是 足够 的 ， 但 正如 我 们 将 要 看 到 的 ， 它 还 有 第 三 种 表达 方式 。 

假设 对 于 一 个 给 定 的 天 量 函 数 F(x，y，z) ， 杞 它 相 联系 的 一 个 标量 消 数 十 
V(x,，y，z) ， 这 两 个 函数 的 关系 如 下 、 

OR Me (NN-1) 


如 果 前 面 的 关系 式 成 立 ， 那 么 线 积分 FF. ?与 路 径 独 立 。 为 了 证 明 这 个 式 子 ,我 
们 使 用 方程 (-1) 中 所 给 出 的 三 个 关系 式 和 对 于 单位 切 回 量 的 公式 ， 得 到 


.WE WY WW 
a es 


这 里 第 二 个 等 式 避 循 一 般 的 多 元 函数 微分 的 链 式 法 则 。 现 在 假设 C 为 连接 (xo， 
7》0， ye 和 (六 ， yY1， 2 两 点 的 路 径 。 那么 


|F .ds = | Ya = |ay 
G C C 

















= W(x, ,21) — W(Xo ,Yo0,20)o 
你 能 看 到 ， 这 个 结论 仅仅 依赖 路 径 C 的 起 点 和 终点 。 对 于 连接 两 点 的 任意 路 径 
都 有 同样 的 结论 。 这 证 明了 我 们 的 论断 在 方程 (V-1) 中 和 相关 , PP:? 
的 线 积分 是 路 径 独 立 的 。 这 人 句 话 反 过 来 说 也 是 正确 的 ， 即 如 末 五. 的 线 积分 是 
路 径 独立 的 ,在 方程 ( -1) 中 标量 滑 数 y(x,，y,z) 与 FF 有关 。 
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由 于 线 积分 |F .hds 是 路 径 独立 的 ， 如 果 从 某 个 定点 P(xo，yo，z6) 到 另 一 
C 


个 点 PCx ，y，z) 进行 积分 ， 那 么 结果 是 关于 坐标 (x，y，z) 的 标量 函数 : 
(wr) 


V(x,y,z2) = | F .ftds, (lV-2) 


X0,)0,20) 
这 里 应 该 注意 的 是 ， 如 东 积 分 不 是 路 径 独 立 的 ， 那 么 这 个 结论 是 不 正确 的 ， 对 于 
积分 的 结果 不 仅 依赖 点 尸 的 坐标 (x*，y，z) ， 也 依赖 于 连接 P 和 P 两 点 间 的 路 
径 ， 那 么 这 个 积分 不 能 用 函数 的 形式 写 出 。 
由 于 正在 验证 的 这 个 积分 是 路 径 独 立 的 ， 所 以 可 上 自由 选取 任意 曲线 作为 积分 
路 径 ， 如 网 -1 所 示 。 它 包含 两 个 部 分 。 第 一 个 部 分 是 Co， 连 接 Po 和 中 间 点 
Fy 的 坐标 为 (a, y, 2),， 





2 Pi (a,y, 2) 





图 IV-1 





这 里 a 是 某 个 帝 数 。 除 了 固定 它 的 两 个 端点 还 需要 它 适 当 光 滑 ， 对 于 C6 没有 其 
他 特殊 要 求 。 曲 线 的 第 二 个 部 分 是 C1 ， 它 是 从 P 到 PP 的 线段 。 因 此 ， 方程 
(有 -2) 变 为 

站 二 P 

V(x,y,z2) = | F .tds + | F(x',y,2) dx 。 

Po Pi 
这 个 方程 右边 的 第 一 项 是 与 变量 x 独立 的 。 实 际 上 ， 第 二 项 就 是 一 个 普通 的 一 元 
积分 ， 因 为 在 C, 上 y 和 z 是 常数 。 即 





P 和 
| Fw ,yz) dwr’ = | F(x',y = 常数 ,z = 常数 )dx 
1 化 


日 
< = | 让 (x',y = 常数 ,z = 稍 数 )dxz/ 
OX dx Js 
一 (WY) 
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这 里 应 用 的 知识 是 积分 上 限 吨 数 的 导数 仅仅 是 在 极限 处 所 计算 的 积分 值 。 这 样 就 
建立 了 我 们 需要 的 三 个 关系 式 中 的 其 中 一 个 。 为 外 两 个 下 = 9y/9y 和 天 = OW/9z 
可 同 理 得 到 ， 并 且 你 应 该 能 自己 计算 这 些 导 数 。 图 信 -2a、b 可 以 帮助 思考 。 














图 IV-2 a) 图 IV-2 b) 








至 此 ， 你 可 能 已 经 认识 到 哈密 顿 算 子 的 一 个 别 的 用 途 了 。 即 ， 可 将 


oy oy oW 
=- = 一 1 = 一 一 
” Ox 7 0 *” 0z 


组 合 在 一 起 ， 得 到 


CE EE 

它 访 作 “del psi?” 这 个 因子 叫做 梯度 且 有 了 时 写成 grady。 人 然而 ,我 们 总 用 现代 记 
号 写成 Ww。 

梯度 y 是 一 个 位 置 拓 量 水 数 。 它 在 几何 上 的 重要 性 将 在 后 面 详细 讨论 。 

现在 已 经 建立 了 路 径 独立 性 和 正如 =Vy 标量 函数 存在 性 之 间 的 联系 。 由 
于 还 有 一 个 路 径 独 立 性 和 V x =0 之 间 的 关系 ,你 可 能 会 猜测 V x =0 和 
下 = Vw 也 有 关系 。 实 际 上 ， 如 果 五 = Vw， 那 么 在 适当 的 条 件 下 ,，V xF =0。 这 
很 容易 建立 。 例如， 考虑 Vy xF 的 x 分 量 


2 2 
这 个 等 式 成 立 的 条 件 是 如 果 少 和 它 的 一 阶 、 二 阶 导 数 是 连续 的 ， 那 么 9%*y《oyez = 
9*w/9z90y。 显 然 ,V x 瑟 的 另外 两 个 分 量 能 用 同样 的 方式 证 明 出 也 可 化 为 零 。 
因此 ， 
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F 三 二 JE 有 三 U5 
7 gg 


上 述 论 述 的 逆 辐 是 说 如 果 V x =0， 那 么 存在 一 个 标量 也 数 y 满足 F=Vyw, 前 
提 条 件 是 如 果 这 是 一 个 单 连 通 区 域 ， 那 么 这 个 陈述 是 正确 的 。 为 了 理解 它 ， 可 以 查阅 
图 -3， 它 证 明了 为 什么 :的 线 积分 是 路 径 独 立 的 ，V x =0 和 = Vy 是 有 关 
的 。 在 图 表 中 实 箭头 代表 在 一 般 情况 下 是 成 立 的 ， 要 求 书 是 光滑 的 。 这 个 虚 箭 头 表 
示 的 含义 不 仅 要 求 是 光滑 的 ， 而 且 区 域 也 是 单 连 通 的 。 文 中 已 经 证 明了 由 (1) 可 
以 推出 (2) 和 (3) 并 且 在 一 个 单 连通 区 域内 由 (3) 可 以 推出 (1)。 将 这 两 个 陈 
述 合 在 一 起 ， 可 以 看 出 在 一 个 单 连通 区 域 中 由 (3) 也 可 以 推出 (2)。 

实际 上 ,经 和 常 遇 到 的 函数 一 般 都 是 具有 连续 的 一 阶 导数 ( 且 因 此 是 光滑 
的 ) ， 所 遇 到 的 区 域 也 都 是 单 连通 的 。 在 这 种 情况 下 可 以 认为 在 网 -3 中 总 结 的 


























I tds 


路 径 独 立 





图 IV-3 
三 个 陈述 是 等 价 的 : 每 一 种 都 可 以 推出 其 他 两 种 ， 而 每 一 种 也 可 由 其 他 两 种 得 
到 。 然 而 ， 你 应 该 知道 这 三 个 陈述 中 单 连通 和 它们 之 间 关 系 的 含义 。 
举 一 个 已 经 讨论 过 的 例子 ， 考 虑 矢量 消 数 
F(x,y,2) =iy +jxo 

这 个 函数 处 处 光滑 ， 并 且 已 经 知道 它 的 旋 度 是 0 ( 见 70 页 ) 。 根 据 上 面 所 讨论 的 
内 容 ， 这 意味 着 一 定 存 在 一 个 标量 函数 峭 x，y，z) ， 满 足 环 是 它 的 梯度 。 因 此 ， 
必须 满足 
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显然 ,yy(x,y,z) =xy+C， 其 中 C 是 满足 这 些 关 系 式 的 任意 第 数 。 与 之 形成 反差 
的 是 函数 刻 =iy -jx 的 情况 ， 它 的 旋 度 并 没有 消失 ( 见 71 页 ) 。 如 末 这 个 函数 是 
一 个 标量 函数 yy 的 株 度 ， 可 以 得 到 


oy oy oy 
A . Oy ” “ 0z 


那么 不 存在 函数 少 满足 这 三 个 等 式 ， 这 一 点 你 能 够 目 行 确认 。 


这 是 在 华 卡 儿 和 坐标 系 下 的 形式 。 为 了 确定 在 其 他 坐标 系 下 标 度 的 形式 ， 如 采 你 下 
接着 手 进行 ， 这 将 是 一 个 村 燥 的 工作 。 例 如 ， 为 了 确定 在 柱 面 坐标 系 下 的 杨 度 ， 
首先 必须 用 在 柱 面 坐标 系 下 与 之 相似 的 量 e,，eo 和 e, 来 表示 人 备 卡 儿 矢 量 i,j 和 
k。 然 后， 利用 x = rcosg，y = rsing 和 微分 的 链 式 法 则 ， 必 须 用 关于 r，0， 和 z 的 
形式 来 表示 关于 x,，y 和 zz 的 导数 。 我 们 不 会 继续 在 这 做 这 件 事 情 了 ， 因 为 后 面 
( 见 110 页 ) 有 一 个 更 加 简单 更 加 快捷 的 方法 。 目 前 ， 我 们 只 引用 在 柱 面 和 球面 
坐标 系 下 柳 度 的 形式 。 








柱 面 坐标 系 下 : 
Ws 1 ,% 
V =e, 0 (NV-3) 
V+ 2 (WN-4) 


r r 0 
类 似 于 方程 (I-17) 所 给 出 的 散 度 和 方程 〈( 亚 -18) 所 给 出 的 旋 度 一 样 ， 梯 度 
的 无 坐标 定义 将 在 习题 IV -25 中 来 讨论 。 





计算 静电 场 的 电场 强度 





通过 寻找 茶 种 容易 求 静电 场 的 电场 强度 的 方法 来 开始 有 关 和 天 量 微 积分 的 讨 
论 。 前 先 来 看 高 斯 定理 的 微分 形式 ， 
V *E=p/é0o 
这 个 表达 式 对 于 求 E 并 不 经 党 用， 因为 它 古 一 个 含 三 个 变量 (在 笛 卡 儿 和 坐标 系 
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第 和 V 章 梯 度 





下 EE,,，E, 和 ,) 的 方程 式 。 那 么 现在 我 们 的 任务 是 在 最 终 完成 讨论 时 能 够 与 出 
求 电场 强度 最 有 用 的 方法 。 
最 终 一 步 还 是 基于 观察 ， 由 于 








bE .tds =0 
C 





对 任意 闭 曲 线 C 成 立 ， 电场 强 上 度 能 写成 一 个 标量 孔 数 的 梯度 形式 。 按 照 惯例 ， 
这 个 函数 叫做 静电 势 ， 表 示 为 P(x，y，z) ， 写 成 © 
E=-Vo, 
将 这 个 方程 代入 高 斯 定理 的 微分 形式 中 [方程 ( 卫 -17) ] ， 得 到 
V ” ( -V9) =p/é0,， 





尘 


V (VBC) = -p/eo。 
将 这 个 方程 的 左边 详细 展开 ， 有 
;0 0 .0 .00 oP 
ey = 本 +k] [ OX my Oy kh ] 
Ox” Oy” 0 六 





oD oP oD 
0 7 2 —p/éE0o (lV-5) 
引进 一 个 新 的 算 子 使 方程 (V-5) 能 够 与 得 更 加 有 楷 凑 ， 这 个 算 子 称 为 拉 普 拉 斯 
算 子 。 可 以 用 符号 V 来 表示 ( 读 作 “V 方 ”)。 即 
VYV=V:V = i 六 tk , [tk 
OX Oy 0z OX Oy 0z 
0 9 9 Ce 
a 





Ox? “oy 
用 这 个 新 的 记号 ,方程 ( 玉 -5) 表示 为 
VD= -p/eo。 (lV-7) 
方程 (人 -6) 提供 了 在 滑 卡 儿 坐 标 系 下 拉 普 拉 斯 算 子 的 形式 ; 在 柱 面 和 球 
面 坐标 系 下 它 的 形式 将 在 下 一 中 给 出 。 拉 普 拉 斯 算 子 的 最 佳 定 义 可 能 是 
Vf/f=V (VvV/), 














”方程 中 的 负 号 放 在 那里 不 是 为 了 增加 困难 而 是 有 原因 的 。 见 108 页 的 讨论 。 
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这 里 f 是 某 个 合适 的 连续 的 位 置 标 量 消 数 。 这 个 定义 的 最 大 优势 在 于 与 坐标 系 相 
独立 。 

方程 (V-7) 叫做 油 松 方程 。 它 是 具有 一 个 变量 的 二 阶 线性 但 微分 方程 ， 
(x，y，z) 是 标量 函数 ， 这 代表 了 长 期 寻找 确定 电场 强度 方法 的 完成 。 剩 下 大 量 
的 工作 是 用 数学 的 方法 求解 ， 一 些 简单 的 例子 将 在 下 一 节 中 介绍 。 在 任何 问题 
中 ,一旦 有 BB， 应 用 E= -VG 来 计算 电场 是 很 容易 的 。 

在 空间 中 的 任 一 没有 电 三 的 点 处 ， 密 度 p 是 0 且 泊 松 方程 为 

VD=0, 

这 叫做 拉 普 拉 斯 方程 ， 且 它 比 泊 松 方程 更 稼 用。 原因 是 通常 电 答 都 分 布 在 各 种 不 
同 的 物体 上 ; 这 产生 了 一 个 场 ， 我 们 感 兴趣 的 是 从 物体 之 间 无 电荷 的 空间 中 寻找 
潜在 的 电场 (从 它 之 中 )。 最 简单 的 情况 是 ， 它 有 可 能 说 明了 “边界 条 件 ”， 即 
在 一 些 物体 平面 潜在 的 价值 ( 见 图 -4)。 最 后 ， 可 以 求 出 在 曲面 上 为 定 值 的 拉 
普 拉 斯 方程 的 解 。 这 将 在 下 一 和 中 具体 解释 。 






































图 IV-4 


应 用 拉 普 拉 斯 方程 G 


在 天 量 微 积 分 中 能 否 解 拉 普 拉 斯 方程 是 一 个 无 实际 意义 的 话题 ， 但 是 我 们 整 
个 讨论 的 基础 是 寻找 计算 电场 的 方法 。 由 于 拉 普 拉 斯 方程 是 研究 的 最 终结 末 ， 因 
此 不 得 不 去 举 几 个 例子 来 说 明 。 

首先 从 一 个 特别 简单 的 例子 开始 。 想 象 有 两 个 非 第 大 (无限 大 ) 平行 的 金 








@ 这 部 分 内 容 不 是 必须 学 习 的 可 以 省 略 。 
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属 板 ， 它 们 相距 ( 见 图 -5) 。 选 择 了 一 个 坐标 系 如 图 所 示 ， 设 金属 板 在 x =0 
处 电势 为 0, 在 x=s 处 为 WV。 





图 -5 








我 们 的 目的 是 求 在 两 块 金属 板 之 间 的 空间 中 的 电势 和 电场 。 因 为 金属 板 无 限 
大 ， 无 法 区 分 具有 相同 横 坐 标的 点 (x，y，z) 和 其 他 点 (x，7yY，z)。 它 还 循 
电势 $B 依赖 于 x 而 不 依赖 于 y 或 z。 因此， 在 这 种 情况 下 VB 化 简 为 dB/dx”， 
所 以 拉 普 拉 斯 方程 和 相关 的 边界 情况 为 














dD 
dx” 
和 
万 - 0， 在 x=0 
【hh,， 在 x =s。 
这 是 一 个 人 简单 的 问题 ， 结 论 是 
Vox 
D(x) 3 
4 


应 用 E= -VG 能 求 出 电场 ， 有 
FE, = -一 和 E,=E,=0。 
4 


因此 ， 电 场 是 与 金属 板 垂直 的 一 个 常 品 量 。 这 是 一 个 在 两 个 金属 板 之 间 而 又 

不 远离 它 边 界 的 电势 和 电场 的 很 好 近似 。 人 金属 板 的 线性 维度 与 它们 分 开 的 距离 相 
比 是 大 的 。 你 可 以 把 它 看 作 一 个 并 联 的 电容 怖 。 

第 二 个 例子 是 球面 电容 器 ， 即 两 个 半径 为 和 R, 的 同心 球 ， 内 球 的 电势 保 

持 为 W 且 外 球 的 电势 为 0 ( 见 图 -6) 。 需 要 计算 在 两 个 球 之 间 的 每 一 处 的 电势 
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和 电场 。 在 这 种 情况 下 ， 





图 -6 


显然 利用 球面 坐标 >，0 和 PB 来 计算 更 好 ， 在 两 球 之 则 的 拉 普 拉 斯 方程 为 











1 9/ ;209 1 a9 1 0 
Vo- 2 (7) + os 多 + =0。 
广 0r or “sin 09 0 oh， rsin’g 02 


(见习 题 入 -23) 按照 这 种 情况 不 需要 去 解 这 个 方程 ， 因 为 B 只 能 是 7 的 一 个 也 
数 ， 不 能 区 分 具有 相同 的 r 而 不 同 的 0 和 中 的 点 (r,，0, 中) 和 另 一 点 (r, 0 
小 ) 。 因 此 ， 





? 





op 2 _ 
00 0 
拉 普 拉 斯 方程 化 价 为 
1 df2d21- 
Fr 0 (IV-8) 
我 们 感 兴趣 的 是 这 个 方程 的 解 ， 其 中 R' <r < R, 且 满 足 边 界 条 件 
Yo ， 在 r=Ri， 
D(r) -| 
0， 在 r=R,。 
用 亡 乘 以 方程 (人 V-8) 且 w=d@B/dr， 我们 有 
OL 
0, 
日 
r=, 


这 里 C1 是 一 个 常数 。 因此 ， 
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) 
3 


二 ( -9) 





有 C1 
因此 ， 
VoRi A VoR 
| 三 二 一 一 和 C) 二 S 
RI 一 人 2 人 一 人 2 





将 它们 代入 电势 的 表达 式 中 [方程 (V-9) ] ， 得 到 


中 (7 -1 -到 上 Ri <r<R,, 
为 了 计算 电场 ， 必 须 利 用 更 的 樟 度 ， 并 且 它 在 球面 坐标 系 下 很 容易 求 出 [见方 
程 (人 V-4) ]。 然 而 ， 因 为 这 里 的 B 仅 依 赖 于 >， 所 以 只 能 得 到 一 个 径 回 分 量 : 

所 二 do YoAiAz 1 
dr Ri -Rr 





bo=Es=0,(R <r<R,). 
第 三 个 也 是 最 后 一 个 例子 比 之 前 的 例子 要 复杂 (也 更 有 趣 ) 。 如 末 一 个 电势 
差 保持 在 两 个 “无 限 大 ”的 平行 金属 板 P 和 P' 之 间 ( 见 图 人 V-7)， 那么 从 第 一 
个 例子 中 可 以 知道 在 它们 之 间 的 电场 是 一 个 和 金属 板 垂 御 的 种 问 量 。 选 择 如 图 所 
示 的 一 个 坐标 系 〈z 轴 在 书页 所 在 的 平面 外 部 ) ， 有 五 =5oi， 这 里 0 是 一 个 党 
数 。 假 设 一 个 “无 限 ” 长 的 圆柱 体 被 放置 在 两 个 金属 板 之 间 ， 电 势 为 0， 它 的 轴 
党 着 z 轴 的 方向 。 假 设 它 的 半径 民 与 金属 板 之 间 的 距离 相 比 是 很 小 的 。 在 圆柱 体 





图 IV-7 
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外 部 和 在 金属 板 之 间 的 电势 和 电场 是 多 少 ? 这 里 ， 显 然 应 该 使 用 柱 面 坐标 
(r，0，z) ， 那 么 拉 普 拉 斯 方程 写成 

1 969 1056 oF 

Wd Ue 

(见习 题 下-21) 在 这 种 情况 下 $ 一 定 是 与 z 无 关 的 ， 所 以 这 个 方程 可 以 简化 为 
1 09/ 69 1 00 
0 Wi 
有 两 个 边界 条 件 ， 第 一 个 是 

P(r,0) =0, 在 r=R。 
第 二 个 条 件 与 + 的 取 值 有 关 ， 如 果 + 很 大 时 柱 体 的 影响 可 以 忽略 不 计 且 电场 一 定 
有 一 个 很 好 的 近似 值 ， 如 果 柱 体 完全 不 存在 ， 它 会 变 成 Boi。 根据 电势 来 计算 ， 
注意 到 





O 








P= -Ex 

能 提供 这 样 的 一 个 场 。 由 于 x =rcos6， 可 将 第 二 个 边界 条 件 写成 
D(r,0) = -Eorcos0,r >> 民 。 (NV-11) 
对 于 这 个 问题 ,， 试 着 去 解 拉 普 拉 斯 方程 [方程 ( 久 -10)] ， 由 假设 可 以 写成 
P(r,0) =f(r) cos0, (NV-12) 
这 里 f(r) 是 一 个 目前 未 知 的 函数 。 这 样 构造 是 因为 第 二 个 边界 条 件 [方程 
(V-11)] 有 确定 的 形式 一 一 一 个 关于 7 的 函数 乘 以 cosg。 如 果 将 方程 ( -12) 


代入 方程 ( 玉 -10) 中 ， 这 个 结果 是 一 个 天 于 函数 Ar) 的 微分 方程 : 


df 1 dr 1 
1; 工业 _17-0。 


dr 7 dr 


将 f(r) =r 人 代入， 其 中 入 是 一 个 常数 ， 有 
和 





或 
A” =1, 
上 且 和 = + 上 1。 因 此 ， 有 
f(r) = 和 + 二 
Tr 
这 里 4 和 B 是 常数 。 最 后 的 结论 是 
DPD(r,0) = (Ar + eos0: 
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一 个 边界 条 件 要 求 
B 
AR+ 一 = 
K+ 0 ， 
或 
B= -AR’, 
因此 ， 


p 
D(r,0) =Arcosb -人 -eos0。 


利用 第 二 个 条 件 ， 注 意 到 对 于 7 很 大 时 ， 在 上 一 个 方程 中 的 第 二 项 比 起 第 一 项 来 
说 可 以 忽略 。 因 此 ， 





PDP(r,0) 二 Arcos0,r 很 大 时 。 
为 了 满足 第 二 个 边界 条 件 选取 4= -Ek。 因 此 ， 完 整 的 解 为 


R? 
DPD(r,0) = -Ear -eet 
r 


为 了 计算 电场 ， 通 常 要 应 用 E = - VP。 利用 方程 (IJV-3)， 有 





3 
k= | + (| | cos0, 
or r 
1 0G RY 
Dp 00 Bol1 ~ [全 | ]sing 
oP 
:oz - 





你 应 该 能 证 明 当 > 很 大 时 ， 电 场 根 据 需要 可 化 简 为 Eo0i。 

你 可 能 发 现 最 后 一 个 例子 让 人 感到 担忧 ， 因 为 在 计算 电势 时 应 用 了 很 多 聪明 
的 猜测 。 实 际 上 ， 这 种 问题 中 ， 有 标准 的 程序 或 多 或 少 可 以 直接 得 到 答案 。 然 
而 ， 这 些 程序 的 讨论 见长 并 且 (有 点 老生 党 谈 ) 超出 了 教材 的 范围 。 然 而 ， 有 
一 点 值得 说 一 下 : 满足 适当 边界 条 件 的 拉 普 拉 斯 方程 的 解 是 唯一 的 。 那 就 是 说 ， 
它 有 且 仅 有 一 个 解 ， 因 此 如 果 你 依靠 猜测 和 技巧 来 解 一 个 问题 ， 而 其 他 人 用 数学 
技 马 来 解 这 个 问题 ， 尽 管 他 们 用 完全 不 同 的 方法 ， 但 这 两 个 解 是 完全 相同 的 。 在 
习题 入 -24 中 ， 你 将 得 到 这 个 事实 的 一 个 证 明 。 








方向 导数 和 梯度 


引进 了 棉 度 是 作为 讨论 线 积 分 路 径 独立 性 的 一 种 有 用 的 数学 方法 。 现 在 为 了 
描述 它 的 几何 特性 ， 我 们 更 加 仔细 地 人 研究 标 度 。 
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开始 讨论 之 前 ， 要 对 泰勒 展开 式 做 一 些 说 明 ， 主 要 因为 它 对 于 后 面 的 讨论 将 
要 用 到 。 对 于 一 个 连续 可 第 的 一 元 标量 函数 ， 有 





flx + Mx) =f(x) + Af (x) + 3 (Ax) P(x) +e 


这 说 明 在 东 点 *+Ax 处 的 函数 值 (通常 ) 能 够 与 成 涉及 在 茶 个 其 他 点 x 处 的 函 
数 和 它 的 导数 的 无 穷 多 项 的 和 。 在 一 些 问题 中 ， 泰 勒 展 开 式 对 于 计算 是 很 有 用 
的 ， 因 为 如 果 有 两 个 点 很 接近 时 ( 即 如 末 Ax 很 小 )， 那 么 能 在 某 些 项 (和 硕 望 它 
是 很 少 的 ) 之 后 将 这 个 展开 式 其 余 项 忽略 不 计 。 由 于 忽略 的 每 一 项 与 很 小 的 数 
Ax 的 茶 高 次 方 成 正比 ， 因 此 把 这 些 忽略 的 项 相 加 所 得 到 的 也 是 一 个 可 忽略 的 值 。 
泰勒 展开 式 也 能 被 表示 成 多 元 函数 的 形式 。 因 此 ， 对 于 一 个 二 元 六 数 ， 有 








f(x+Ax,y +Ay) fy) + As +Ay B+ (lV-13) 


这 说 明 在 菏 点 (x +Ax, y+Ay) 处 的 函数 值 (通常 ) 能 够 写成 涉及 在 某 个 其 他 
点 (x,y) 处 的 函数 和 它 的 导数 的 无 穷 多 项 的 和 。 对 于 这 个 数列 璋 余 的 项 [在 
方程 (人 -13) 用 点 来 表示 | 将 不 需要 知道 它 的 具体 形式 。 然 而 ， 应 该 知道 这 些 
项 包含 很 小 的 数 Ax 和 Ay 的 高 阶 项 (例如 Ax*，,，Ay”，AxAy, Ax*”，Ay ，AxA7 
等 等 ) 。 将 这 些 内 容 记 住 ， 现 在 转 癌 本 节 主 要 讨论 的 内 容 上 来 。 
考虑 某 个 函数 z=f(x，y)。 在 几何 上 ， 它 表示 如 图 信 -8a 所 示 的 一 个 曲面 。 
设 (x, y) 是 xOy 平面 上 点 尸 的 坐标 。 在 这 点 上 方 的 曲面 的 高 度 可 由 虚线 Po 的 
长 度 来 表示 ; 即 PO =z=f(x,，y)。 假 设 现在 在 x0y 平面 上 中 点 P 不 远 处 取 一 个 
新 的 点 已 ， 它 的 坐标 为 (x + Ax, y+Ay)。 设 As 为 这 两 点 的 距离 (As = PP')， 











2=f (x,y) 





x P'(x+Ax,y+Ay ) 


图 IV-8 a) 
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下 一 步 要 讨论 的 是 在 这 两 点 处 分 别 所 对 应 的 函数 值 改变 了 多 少 。 显 然 ， 这 个 
变化 是 两 个 高 度 PQ 和 P'Q' 的 差 ， 即 
P'O -PO=Af=f(x +Ax,y +Ay) -f(x,y), 
利用 泰勒 展开 式 说 明 上 面 的 表达 式 [方程 (人 V-13)]， 有 


Af =f(%,y) +Ax i 人 
人 A 
OX Oy 


现在 利用 为 外 的 符号 重 写 这 个 表达 式 。 设 As 是 一 个 从 点 了 到 P' 的 向 量 , 雍 
的 长 度 是 As。 显 然 ， 
AS =iAx +JAYy。 
厂 的 梯度 是 


(这 是 一 个 二 元 其 至 三 元 钠 数 的 梯度 符号) 。 立 即 有 
Af=(As)* (Vf) +**o 
将 方程 合并 ， 设 是 As 方 回 上 的 单位 问 量 。 那 么 








As =UAs 

且 

二 
所 以 

A Vft+ O 

现在 将 这 个 方程 取 极 限 ， 有 

di - 

{= lm hv: (NI 





这 里 不 再 需要 符号 “+…”， 因 此 这 些 点 表示 的 项 当 As 趋同 于 0 时 它们 也 趋 癌 
0, 
这 个 新 的 表达 式 [方程 (了 -14) ] 有 一 个 简单 的 解释 : 它 是 在 As 方向 ( 即 
的 方 同 ) 上 的 函数 所 zx，y) 的 变化 率 。 重 新 画图 V -8a 使 一 个 平面 通过 PP 和 PP 
且 和 z 轴 平行 ( 见 图 V-8b)， 与 曲面 z=f(x,y) 交 于 曲线 C。 在 方程 ( V-14) 
中 所 定义 的 量 dds 是 曲线 在 点 9 处 的 斜率 。 
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图 IV-8 b) 


df/ds 这 个 量 叫做 j 的 方 加 导数。 不仅 之 前 所 给 出 的 分 析 能 使 这 个 导数 适用 
于 二 元 函数 ， 而 且 这 个 结论 同样 能 全 部 应 用 于 三 元 〈 或 多 元 ) 函数 。 因 此 ， 





二 =u*. VF 
ds 





是 限 数 R(x,，y,，z) 在 由 单位 问 量 & 所 指明 的 方向 上 的 变化 率 。 
下 面 举 一 个 关于 方 问 导数 的 例子 。 将 处 理 一 个 二 元 函数 以 便 能 做 出 它 的 图 
像 。 因 此 ， 设 函数 





z=f(Wy) = ty “。 
它 是 一 个 倒立 的 圆锥 ， 它 的 轴 沿 者 z 轴 ( 见 图 人 V-9a)。 寻 找 在 由 w=icos0 +jsin0 
所 确定 的 方向 上 的 这 个 函数 在 点 x =a 和 Y=。 处 的 方向 导数 (图 V-9b)。 首 先 需 
要 求 出 f(x,，y) 的 梯度 。 





图 -9 a) 图 TV-9 b) 
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_ x+]Jy 
VS 
日 
df _ ee xcos0 +ysing acosO + bsin0 
ds Z Se 
假设 9 被 选取 以 至 于 是 在 径 问 方 同 ， 如 图 玉 -9c 所 示 。 这 意味 兰 
a 
cos0 = (a2 + 0b) 
. b 
sing = (@? + 6) 
日 


df a a b b 
G1 二 一 一 “一 一 一 一 一 ] 
ds No P00 


这 个 结 末 的 重要 性 可 从 图 -9d 中 看 出 。 


O 





图 IV-9 ec) 图 IV-9 d) 


第 二 个 有 趣 的 例子 是 所 选取 的 & 是 与 前 一 个 例子 的 方向 垂下 的 ( 见 图 放 - 
9e) 。 那 么 有 





cos0 = EE 
(ao2 二 刀 )12 
Silnl0 


(az 二 了 2)12， 
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df a 4b b a 

一 一 三 。 一 。 =0, 

mp er er rz 
这 个 结果 的 意义 在 图 -9f 中 说 明 。 





图 IV-9 e) 图 IV-9 f) 


梯度 的 几何 意义 


已 经 知道 了 方 回 导数 的 概念 ， 现 在 我 们 能 够 给 出 梯度 的 几何 解释 了 。 在 某 个 
坐标 为 (wo, YY0， 20 ) 的 点 Po 处 有 








这 里 下 标 0 意味 着 在 点 (xo，yo，zo) 处 所 计算 的 量 。 现 在 ， 在 点 Po 处 所 计算 
的 下 的 梯度 (VE 可 以 用 从 那 点 所 射出 的 箭头 来 表示 ， 如 图 V-10a 所 示 。 如 果 
要 问 在 什么 方向 上 能 使 (dFxds)u 尽 可 能 大 ， 那 么 显然 在 应 与 (Yo 在 相同 的 方 
向 上 。 这 是 因为 如 果 设 a 为 在 和 (VF)。, 之 间 的 角 ,， 那么 (dF/ds)。= 
1VYFlocosae， 且 当 a =0 时 取得 最 大 值 。 因 此 ， 一 个 标量 函数 F(x，y，z) 的 梯 
度 是 一 个 矢量 ， 它 的 方 癌 是 沿 着 下 增长 率 变化 最 快 的 方向 ， 它 的 大 小 等 于 在 那 
个 方向 上 的 增长 率 。 

为 了 说 明 梯 度 的 意义 ， 让 我 们 回 到 之 前 所 讨论 的 倒立 的 圆锥 z=f(x,y) = 
(x? +y)'。 可 以 知道 











ye +jJy 


Z 
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(xz0,J0 ,20) (YF)， 





图 IV-10 a) 


df _acosd + bsing 
ds pa 
为 了 寻找 所 x，7y) 增长 率 变 化 最 快 的 方向 ， 对 它 求 导 
dD _ — asing + 0cosO _0 
dO0 Va +b> 
可 以 得 到 tang = ga， 此 时 cosg = a/(a +b) 有 日 sin6 =b/(a + 的 ) 玫 所 以 
(dF《/ds)， =1。 男 一 方面 ， 





O 





22 二 人 2112 
Iv/| = | 2 = 
因为 z=x +y 。 此 外 ，tan0 =b/a 对 应 方 同 qi + 5b， 而 在 点 (a, 5) 处 ， 
ye al +b 


(a2 by) 
它 是 一 个 在 相同 方向 上 的 矢量 。 说 明了 梯度 的 两 个 性 质 : 它 的 方向 是 沿 着 增长 率 
变化 最 快 的 方向 ， 它 的 大 小 等 于 在 那个 方向 上 的 增长 率 。 

作为 解释 梯度 的 第 二 个 例子 ， 考 虑 如 图 -10b 所 示 的 平面 z=f(x, y) =1 - 
x -y。 容易 发 现 V= -i-j。 利用 让 =icosb+jsing， 则 发 现 df/ds = 在 V= 
-cos0 -sin06 三 D(0)。 因 此 

















= sin0 ~ cos0 =0, 


db 
由 它 得 到 0 =TM4 或 Smr4。 二 阶 导 数 的 计算 说 明 mw/4 对 应 着 最 小 值 而 Sm/4 对 应 
着 最 大 值 。 可 以 从 图 IV-10b 中 发 现 增长 率 的 最 大 值 就 是 在 角 的 大 小 为 Smr/4 处 。 
此 外 ， 增 长 率 的 最 大 值 是 
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Z 


图 IV-10 b) 


(¥ =D(5m/4) = ,2， 


然而 |VAl = | -i-j| =v2。 梯度 的 两 个 性 质 由 这 个 例子 得 到 再 一 次 说 明 。 

利用 村 上 度 的 几何 解释 ， 现 在 能 够 发 现在 方程 = - VG 出 现 负 号 的 原因 : 由 
于 VG 是 在 胞 增加 方 问 上 的 一 个 天 量 ， 在 一 个 正 电 衙 9 上 的 力 F=gE = -qvV9， 
它 在 B 减少 的 方向 上 上。 因此， 这 个 负 号 确保 一 个 正 电荷 从 一 个 较 高 的 电势 癌 下 
移动 到 一 个 较 低 的 电势 上 。 

在 理解 梯度 的 几何 意义 上 ， 有 为 一 个 有 用 的 梯度 性 质 。 为 了 使 这 个 讨论 具体 化 , 设 
T(x, y, z) 是 一 个 在 任意 一 点 (x, y, z) 处 温度 的 标量 函数 。 全 部 具有 相同 
温度 2 的 点 的 位 置 (在 最 简单 的 情况 下 ) 是 一 个 方程 为 T(x,，y，,，z) = 的 曲 
面 ( 见 图 V-11) 。 这 叫做 等 温 面 。 现 在 证 明 V7 是 一 个 垂直 于 等 温 面 的 矢量 。 设 
C 是 位 于 等 温 面 上 的 任意 一 条 曲线 并 且 点 尸 是 C 上 的 任意 一 点 。 设 站 是 在 点 忆 
处 与 曲线 C 相 切 的 单位 问 量 (这 并 不 意味 着 它 的 方 回 沿 看 曲线 C) 。 在 下 方向 上 
的 方 回 导数 是 

















dT .a 
(= ° V7T=0, 


因为 了 并 不 随 春 等 温 面 的 移动 而 改变 。 如 末 两 个 非 堆 的 天 量 的 数量 积 为 0， 
那么 这 两 个 矢量 是 牌 耻 的 。 因 此 在 点 P 处 V7 与 C 垂直 。 同 理 可 得 ， 它 与 在 曲面 
上 通过 点 PP 的 任意 曲线 都 懂 下 (例如 图 NV-11 中 的 C')。 但 是 只 有 当 VT 在 点 P 
与 等 温 面 科 二 时 ， 它 才 是 正确 的 。 那 么 一 般 情 况 下 ,xz，y，z) 是 一 个 标量 也 
数 ，V(x，y，z) 垂直 于 曲面 f(x，y，z) = 和 常数。 





























”梯度 的 性 质 和 对 于 和 王 直 于 平面 【方程 ( 卫 -4)】 的 单位 向 量 较 早 的 表达 式 之 间 的 联系 是 习题 
-20 的 主题 。 
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图 IV-11 


针对 梯度 的 这 个 性 质 举 一 个 简单 例子 ， 考 虑 图 数 F(x, y, z) =x + +2。 





这 个 曲面 RCx，y，z) = 和 常数， 显然 是 一 个 球面 (假设 这 个 常数 是 一 个 正 数 )。 你 
应 该 可 以 自己 证 得 ，VF =2(ix +jy+kz) =2r。 因 此 ， 可 以 得 到 一 个 熟悉 的 结论 . 
重耳 于 一 个 球面 的 矢量 是 沿 厦 天 径 的 方向 。 把 这 个 问题 留 给 谈 者 目 己 思考 : 静电 
场 和 它 的 等 位 面 P(x，y,，z) = 常数 之 间 的 几何 关系 。 

可 以 在 刚才 讨论 的 梯度 的 性 质 和 党 着 增长 率 变化 最 快 的 方 回 这 二 者 之 间 建 立 
一 个 简单 的 联系 。 来 目 曲面 所 x，y，z) = 负数 上 点 的 任意 位 移 可 看 作 是 一 个 天 量 
$， 它 能 够 分 解 为 一 个 沿 着 曲面 (* ,) 的 分 量 和 一 个 垂直 于 曲面 ( ) 的 分 量 ， 
如 网 -12 所 示 。 如 果 移 动 的 目的 是 引起 孔 数 值 f(x，y,，z) 的 改变 ， 那 么 位 移 
治 看 曲面 的 部 分 是 “无 用 的 移动 ”。 只 有 垂直 的 分 量 能 使 它 离 开 这 个 曲面 并 且 引 
起 了 的 改变 。 由 此 可 以 知道 ， 对 于 给 定 大 小 的 位 移 ， 它 可 能 增加 最 大 的 地 方 出 现 
在 与 曲面 垂直 的 方向 上 。 但 是 已 经 证 明了 在 梯度 的 方向 上 增长 率 变化 最 快 ， 因 此 
标 度 垂下 于 这 个 曲面 。 





























柱 面 和 球面 坐标 系 下 的 梯度 





在 方向 导数 的 讨论 中 提 到 了 在 柱 面 和 球面 坐标 系 下 计算 梯度 的 一 个 “更 简 
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洁 更 快速 ”的 方法 ( 见 94 页 ) 。 为 了 总 结 这 个 方法 ， 先 来 概述 df/ds 的 导数 . 
1. 第 一 步 考 虑 一 个 具有 三 个 侍 卡 儿 坐 标的 标量 函数 Ax，y，z) ， 并 且 利 用 
泰勒 展开 式 来 确定 一 个 由 点 (x，y，z) 到 第 二 个 点 (x + Ax, y+ Ay, z+ Az) 
的 位 移 所 引起 的 了 的 增 量 。 对 于 这 个 增 量 ， 有 














Af = Ax + Dy + At 
2. 下 一 步 用 As 的 形式 来 表示 Af， 这 个 矢量 从 点 (x,，y, z) 移动 到 点 
(x+Ax, y+Ay, z+Az)。 显 然 ( 见 图 人 V-13)， 


AS =iAx +JAy + kAz, 
以 全 于 


(iY 艺 ] 机 
Mf= (i +i AS + ……。 





图 IV-13 
3. 最 后 ， 可 以 写 As =&As， 再 除 以 As 并 取 极 限 : 


im = [i+ +k] 


在 上 一 个 式 子 中 与 点 腾 的 量 被 认为 是 在 笛 卡 儿 坐 标 系 下 了 的 梯度 。 

用 同样 的 方式 也 可 以 得 到 在 柱 面 坐标 系 下 一 个 标量 函数 的 梯度 . 

1. 考虑 一 个 含有 三 个 柱 面 坐 标的 标量 图 数 Ar，0，z)。 利 用 泰勒 展开 式 ， 
可 以 得 到 从 点 (*，y，z) 移 到 第 二 个 点 (x+Ax, y+Ay, z+Az) 的 f 的 增 量 : 


Af = 区 Ar + 中 Ag+ LAs 


> 


O 

















人 ”这 里 简要 列 出 的 计算 适合 于 一 个 三 元 函数 ， 并 且 它 是 101-103 页 上 的 计算 的 一 个 人 简单 的 一 般 化 ， 
它 能 处 理 一 个 二 元 函数 。 
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2. 下 面 ， 利 用 As 的 形式 来 表示 Af。 这 是 计算 的 核心 。 从 图 人 V-14 我 们 有 


As =e,Ar + egrAQ +e,Az, 





图 IV-14 
下 面 讨 论 一 下 这 个 表达 式 的 两 个 特征 。 首 先 ， 在 0 增加 方向 上 的 位 移 (rA9 
的 大 小 ) 是 一 个 圆 弧 而 不 是 一 条 线段 。 然 而 ， 由 于 当 As 一 0 时 ， 最 终 可 以 得 到 
这 个 极限 仁 ， 所 以 可 以 认为 当 Ab 无 限 小 时 (Ar 和 Az 也 一 样 ) ， 这 条 弧 与 它 所 
对 的 弦 无 限 接近 。 因 此 ， 如 图 人 V-15 所 示 ， 在 任意 精度 下 Ar，rAb 和 Az 可 近似 
于 三 个 互相 垂直 的 位 移 ， 这 与 三 个 稍 卡 儿 坐标 系 下 的 位 移 Ax，Ay 和 Az 是 类 似 
的 〈 见 图 V-15) 。 














7AO 
图 IV-15 
关于 As 的 表达 式 的 第 二 个 特征 也 是 与 0 增加 方向 上 的 位 移 有 关 。 它 是 这 样 
的 : 由 于 弧 是 半径 为 r+ Ar 的 圆 的 一 部 分 ， 严格 地 讲 ， 应 该 将 位 移 写 成 〈r + Ar) 
A0， 而 不 是 rA0。 但 是 这 个 入 外 的 项 ArAb 是 “二 次 的 ”"， 即 它 是 两 个 无 穷 小 的 
乘积 ， 因 此 与 rAb 相 比 可 以 忽略 不 计 。 
如 东 现 在 用 As 的 形式 来 号 Af 的 表达 式 ， 有 


fa 1 YAgre dl). ... 
A= (2, 7 + C0 6A0T+ 6: | AS 十 ……。 


注意 到 在 第 二 项 中 的 因子 1Ar 可 以 抵消 在 As 中 eprA9 这 一 项 中 的 因子 r。 
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3. 最 后 ， 由 As =UAs,， 有 


i | 


As "0As ds (2, (7r 00 - -it 
在 表达 式 中 与 女 点 乘 的 量 是 在 柱 面 坐 标 系 下 了 的 梯度 。 
同 理 可 以 求 出 在 球面 坐标 系 下 的 梯度 ， 把 它 留 作 一 道 练 习题 (见习 题 扩 -22 ) 。 








习题 TV 





V-1 (a) 对 于 下 列 每 个 标量 函数 计算 FF= VW: 

(1) f=%yz 

(ii) f=x +y +2 

(iii) f=xy + yz+2x 

(iv) f=3x” -4z° 

(Vv) f=e siny 

(b) 对 于 在 (a) 中 所 确定 的 一 个 或 多 个 函数 ,证 明 是 . ?ds = 0 ， 可 选 的 曲 
C 


线 C 为 : 

(i) 在 x0y 平面 中 的 正方 形 ， 顶 点 为 (0, 0), (1, 0), (1, 1) 和 (0, 1) 

(ii) 在 yOx 平面 中 的 三 角形 ， 顶 点 为 (0, 0),， (1, 0) 和 (0, 1) 

(让 ) 在 x0y 平 面 中 的 以 原点 为 圆心 1 为 半径 的 圆 。 

(c) 对 于 在 (a) 中 所 确定 的 一 个 或 多 个 函数 下 ， 通 过 和 下 接 计算 来 证 明 V xF =0 
V-2 证 明 下 列 等 式 ， 其 中 /和 g 是 任意 可 微 的 位 置 标 量 淆 数 ， 有 旦 F 和 G 是 任意 
可 微 的 位 置 天 量 吨 数 。 

(a) V (jg) =fVe +gV 

(b) V(F:.G)=(G:V)F+(F.:V)G+Fx(VxG)+Gx(VY xF) 

(ec) VF)=AV :FPF+P:V 

(d) VYV:. (FxG)=G:(VxF)-F.(VxG) 

(e) V x (fF)=fV xF+(V) xF 

(人 VYx(FxG)=(G:V)F-(F.:V)G+F(V :.:G)-G(V :FF) 

(g) Vx(V xF)=V(V :F)- VF 

V-3 证 明 V x W=0, 这 里 所 zx，y，z) 是 一 个 任意 可 微 的 标量 函数 。 假 设 混合 
二 阶 偏 导数 与 微分 的 顺序 无 关 。 例 如 ，92f/9x6z = 92f/ 9z0x。 

112 
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V-4 (a) 在 单 连通 区 域内 下 列 每 一 个 函数 是 光滑 的 。 确 定 它 们 中 的 哪些 可 以 作 
为 一 个 标量 函数 的 梯度 ; 哪些 能 利用 方程 (区 -2) 可 以 求 出 标量 函数 。 

(1) F=iy 

(ii) =Ck,C 是 一 个 常数 。 

(ii) F =iyz +Jxz + kxy 





(iv) FPF =ix +Jjy +kz 

(v) F=ie “siny +Je ?sinz +ke “siny 

(b) 下 列 每 一 个 函数 都 不 是 在 任意 点 处 光滑 。 然 而 ， 每 一 个 都 能 作为 一 个 标量 
胃 数 的 梯度 。 利 用 方程 ( 玉 -2) 来 求 出 标量 呆 数 。 

(i) F=r/r, r=ix+jy 

(ji) F=r/r’, r=ix+jy+kz 

IV-5 在 习题 亚 -17 所 定义 的 国 数 下 (r，0，z) 是 光滑 的 且 在 一 个 非 单 连通 区 域内 的 
旋 度 是 0。 这 个 区 域 由 所 有 随 看 z 轴 移 动 的 三 维 空间 组 成 。 通 过 计算 .ft 从 点 Pi(0， 
-1, 0) 到 点 P,(0，1, 0) 治 看 两 个 不 同 路 径 的 线 积 分 ， 来 证 明 不 存在 标量 函数 少 
满足 五 = VW。 这 两 个 路 径 是 :Ch 为 在 x0y 平面 上 以 原点 为 圆心 半径 为 1 的 圆 的 右 侧 
( 见 图 )。Ci 为 同一 个 圆 的 左 侧 。 路 径 如 图 所 示 。 为 什么 沿 着 这 两 个 路 径 进 行 积 分 得 
到 了 不 同 的 结论 这 个 事实 可 以 证 明 不 存在 标量 孔 数 y 满足 F = VW? 




















V-6 (a) 一 个 长 度 为 的 电 偶 极 子 位 于 圆心 沿 厦 z 轴 的 正方 同 ， 产 生 一 个 静 
电场 


ee 5 (2e .cos 中 + eusin ) 


利用 方程 (-2) 来 证 明 电 偶 极 子 的 电势 是 





巨 (7r,0, 中 ) 
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,A 


py O 





47e0 rr 


注意 : 在 球面 坐标 系 下 ， 





(b) 计算 通过 一 个 圆心 在 原点 半径 为 民 的 球面 的 电 偶 极 子 场 的 通 量 。 

(c) 在 任意 不 过 原点 的 封闭 曲面 上 的 电 偶 极 子 场 的 通 量 是 什么 ? 

IV-7 这 是 一 个 证 明 ， 在 人 磁 学 中 没有 这 样 的 结论 。 从 麦克 斯 韦 方程 组 中 的 一 个 方 
程 可 知 











VY .了 =0。 
这 里 B 是 任意 爸 场 。 那 么 应 用 散 度 定理 ， 可 以 发 现 


ja.aas = 用 v.adr=o0. 


S V 
因为 B 的 散 度 为 0， 可 知 (见习 题 王 -24) 存在 一 个 矢量 函数 ， 称 之 为 4， 使 得 
B=V xA, 





将 上 面 两 个 方程 合 在 一 起 ， 有 
ji. vxAds =0. 
S 
下 面 应 用 斯 托 克 斯 定理 和 前 面 的 结论 可 以 得 到 
$A .id = .vxAds =0。 
CG S 





因此 , 证 明了 4 的 环 积分 是 路 径 独 立 的 。 它 避 特 4 = VW ， 这 里 是 某 个 标量 也 
数 。 由 于 一 个 函数 的 梯度 的 诈 度 是 0， 显 然 

B=V xVy=0; 
即 所 有 的 人 磁场 为 0! 那么 哪里 弄 错 了 呢 ? [ 取 目 G. Arfken，Amer. J. Phys. ，27 ， 
526 (1959 ) 。| 
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IV-8 菲 克 定 律 说 明了 在 某 个 扩散 过 程 中 扩散 通 量 J 与 密度 p 的 梯度 的 负 值 成 正 
比 ， 即 = -4EYW， 这 里 有 是 一 个 正 背 数 。 根 据 菲 克 定 律 ， 如 采 密 度 为 pP(x，y， 
z, 1t) 、 速 度 为 v(x,，y,，z, 1) 的 一 种 物质 扩散 ,证 明 这 种 流动 是 无 旋 的 ( 即 
V xy=0)。 

V-9 (a) 根据 菲 克 定律 ， 一 个 物质 扩散 (见习 题 认 -8) 。 假 设 扩 散 的 物质 是 守 


恒 的 ， 导 出 扩散 方程 为 如 =kVzp。 
(b) 根据 非 克 定律 ， 密 度 为 的 细菌 在 培养 基 中 扩散 并 且 以 每 单位 体积 Ap 的 束 
率 繁殖 (A 是 一 个 正常 数 ) 。 证 明 吧 =EVzp +Ap。 


V-10 (a) 如 果 流 体 的 密度 p 是 一 个 当 数 ( 即 它 与 x*，y,， zt 无关) ， 那 么 它 被 
称 为 不 可 压缩 的 。 利 用 连续 性 方程 来 证 明 一 个 不 可 压缩 的 流体 的 速度 ” 满足 方程 
V :v=0, 

(b) 如 果 V xv =0， 则 流体 的 流动 是 无 旋 的 。 证 明 对 于 一 个 正在 进行 无 旋 流动 
的 不 可 压缩 的 流体 ， 








V 由 =0， 
这 里 由 是 一 个 标量 函数 ， 被 称 为 速度 势 ， 它 是 以 了 = Vg 来 定义 的 。 
IV-11 体积 为 了 的 物体 中 热量 0 满足 
o = cj Tpav 
V 

这 里 ec 是 一 个 常数 ， 称 为 物体 的 比 热 ， 并 且 T(x, y, z, 1t) 和 p(x,，y，z) 分 别 是 
物体 的 温度 和 密度 (假设 密度 与 时 间 无 关 ) 。 热 量 流 过 物体 的 边界 曲面 $ 的 速度 为 

dO ,fra 

” ji .VTdS, 
这 里 (假设 是 常数 ) 是 物体 的 导热 系数 并 且 在 包围 体 的 曲面 $ 上 积分 。 由 此 可 
推导 出 热流 方程 





oT 
ot ” 


V-12 在 非 相 对 论 性 量子 力 等 中， 一 个 质量 为 m 的 微粒 在 电势 V(x, y, z) 下 
移动 ， 此 电势 由 套 定 证 方程 


“3 .£0 
-mV V+ Ww =ih 


闻 7T=Q 一 ,这 里 @=cp/k。 








给 出 ， 这 里 方 是 普天 克 第 数 除 以 2n,， (x,，y，z，1) 是 澈 函数 。 量 p = 水 * 消 为 
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概率 密度 。 
(a) 利用 酝 定 滑 方程 导出 形式 为 


ov 0 
ot 


的 方程 并 用 由 ，y * ， 普 ， 下 来 表示 J。 
(b) 对 了 和 在 (a) 中 所 导出 的 方程 进行 解释 。 
IV-13 (a) 求 出 产生 电场 =g (ix +jy +kz) 的 电荷 密度 p(x, y, z), 这 里 &g 


> 六 
是 一 个 常数 


(b) 求 静电 势 B， 使 得 - VB 是 (a) 中 所 给 出 的 场 E。 
(c) 证 明 吧 @ = -p/eo。 
IV-14 (a) 从 散 度 定理 开始 ， 推 导 方 程 


下 0 由 [vv -Cv (Td. 

S V 
这 里 wx 和 w 是 位 移 标 量 也 数 且 $ 是 一 个 包围 体积 VV 的 封闭 曲面 。 有 时 将 这 个 公式 
称 为 第 一 格林 公式 。 
(b) 如 果 Vvx =0， 利用 格林 公式 的 第 一 形式 来 证 明 


ja Cu vu)ds = ival av, 
S V 


这 里 | Vu|l*=(Vu) * (Vu)。 
(c) 利用 格林 公式 的 第 一 形式 来 证 明 


a Cu vo-v vds = fv -vodr 
S V 





这 是 格林 公式 的 第 二 形式 。 
IV-15 一 个 形式 为 





的 方程 被 称 为 波动 方程 ， 这 里 /是 一 个 关于 位 移 和 时 间 的 二 元 可 微 函 数 。 它 描述 
了 波 在 空间 中 以 速度 vv 传播。 利用 麦克 斯 书 方 程 来 证 明 (习题 亚 -20) 在 缺少 电 
和 荷 和 电流 的 情况 下 ( 即 p 和 J 都 是 0), E 和 B 的 三 个 笛 卡 儿 分 量 都 满足 波动 方 
程 v=c， 这 里 c =1 Vaouo 是 光 的 速度 。 例 如 ， 

1 90°E, 
oe 
因此 ， 在 真空 中 电磁 波 以 光 的 速度 传播 是 麦克 斯 书 方 程 的 一 个 结论 。 
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V-16 (a) 在 本 书 中 ,已 经 举 了 关于 无 限 大 圆柱 求 电 势 和 电场 强度 的 例子 ， 其 
中 这 个 圆柱 位 于 两 个 平行 平面 之 间 ， 它 是 去 电势 的 。 如 条 圆柱 的 电势 VW 对 0， 那 
么 之 前 的 结论 是 否 会 改变 ? 

(b) 证 明 在 圆柱 上 没有 净 电 三 。 

IV-17 (a) 一 个 半径 为 RR 的 球 放置 在 两 个 大 的 平行 板 之 间 ， 它 们 之 间 的 距离 是 
s。 在 平行 板 之 间 的 电势 差 不 变 且 球 的 电势 为 0。 计 算 球 的 外 部 和 平行 板 之 间 的 
每 一 处 的 电势 和 电场 。 假 设 R << s。 

(b) 证 明 在 球 上 没有 净 电 三 。 

(c) 假设 球 的 电热 VW 对 0， 重复 (a)。 

IV-18 设 f(x,，y) 是 一 个 关于 x 和 y 的 可 微 的 标量 函数 ， 且 设 =icos0 +jsin0。 
将 它 转 换 到 一 个 已 经 旋转 的 坐标 系 x’，y’， 满 足 x' 平 行 于 站 (如 图 )。 证 明 在 方 
问 尼 下 的 方向 导数 是 

















IV-19 在 曲面 z=( 产 -和 刀 - 记 2)I2 (0z=0) 上 的 点 (a, 5, c) 处 。 假 设 c 和 
都 是 正 数 ， 你 必须 向 哪个 方 癌 移动 

(a) 使 得 z 的 变化 率 为 0? 

(b) 使 得 z 的 增长 率 最 大 ? 

(c) 使 得 z 的 减少 率 最 大 ? 

画 一 个 图 来 证 明 你 的 答案 的 几何 意义 。 

IV-20 ”垂直 于 曲面 z=f(x,，y) 的 单位 法 向 量 


n=( EAN + (¥] + [六] 
[ 见方 程 ( 卫 -4) ]。 已 经 建立 了 VF 是 垂直 于 曲面 (x,，y,，z) = 名 数 的 矢量 ( 见 
书 30 页 )， 使 得 VF 1 VF 下 | 是 垂直 曲 于 曲面 F(x，y，,，z) = 和 背 数 的 单位 回 量 。 如 果 
F(x,，y，z) = 常数 和 z=f(x,，y) 描述 了 相同 的 曲面 ,证 明 单 位 法 回 量 的 这 两 个 
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表达 式 是 相同 的 。 

IV-21 利用 习题 了 -18 的 结论 和 在 柱 面 坐标 下 梯度 的 表达 式 ( 见 111 页 ) 来 推 
导出 在 100 页 所 给 出 的 在 柱 面 坐标 下 拉 普 拉 斯 算 子 的 形式 。 

IV-22 利用 本 书 中 ( 见 109 -110 页 ) 所 概述 的 过 程 推 吐 出 在 球面 坐标 系 下 vy 
的 梯度 的 表达 式 : 











aA0p ,1 ow 和、 1 0y 
Wp Or nn db “9 rsind 00 


IV-23 利用 习题 下 -19 的 结论 和 从 习题 IV -22 所 推导 出 的 在 球面 坐标 系 下 梯度 的 
表达 式 来 推出 在 98 页 所 给 出 的 在 球面 坐标 系 下 拉 普 拉 斯 算 子 的 形式 。 

IV-24 假设 你 得 到 了 满足 某 个 边界 条 件 的 拉 普 拉 斯 方程 的 解 。 那 么 这 个 解 是 唯 
一 的 还 是 另 有 其 他 解 呢 ? 这 道 题 将 回答 在 某 些 简单 情况 下 的 这 个 问题 。 考 虑 由 曲 
面 So 所 围 成 的 空间 区 域 并 且 在 它 内 部 还 包含 物质 1，2，3，… (其 中 两 个 在 图 
中 已 经 标 出 )。 假设 5 的 电势 不 变 为 B, ，L! 号 物质 的 电势 为 B, ，2 号 物质 的 电 
势 为 $B,;， 以 此 类 推 。 那 么 在 So 所 包围 的 无 电 往 区 域 R 和 物质 之 间 的 部 分 ， 电 势 
一 定 满 足 拉 普 拉 斯 方程 














VD=0 


日 边界 条 件 为 
6 在 S 上 
6 在 $ 上 


| 瑟 在 S 上 





下 列 步 又 将 引导 你 得 到 这 样 一 个 事实 : @B 是 唯一 的 。 

(a) 假设 有 两 个 电势 w 和 wv， 它们 都 满足 拉 普 拉 斯 方程 和 所 列 出 的 边界 条 件 。 从 
它们 的 电势 差 w =w -v。 来 证 明 在 RR 中 Vw=0。 

(b) w 所 满足 的 边界 条 件 是 什么 ? 

(c) 将 散 度 定理 应 用 到 
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下 “(wVYw)dSs, 
S 


这 里 是 在 曲面 S, + S$| +S, +… 上 积分 的 ， 并 且 由 此 证 明 


ivwl av =0, 

V 
这 里 V 是 区 域 R 的 体积 。 
(d) 从 (c) 的 结论 中 讨论 Vw =0 并 且 反 之 w 是 一 个 常数 。 
(e) 如 果 w 是 一 个 常数 ， 它 的 值 是 多 少 ? (利用 w 上 的 边界 条 件 来 回答 这 个 问 
题 ) 关于 ww 和 vv 这 说 明了 什么 ? 
(f) 在 (a) 到 (e) 中 唯一 性 的 证 明 包 含 了 在 不 同 曲面 上 电势 值 是 指定 的 。 我 
们 是 否 可 以 用 不 同 的 边界 条 件 仍 能 证 明 它 的 唯一 性 呢 ? 假如 这 样 的 话 ， 用 什么 方 
法 能 得 到 不 同 于 上 面 所 给 出 的 证 明和 绪论 ? 
IV-25 在 本 书 中 用 偏 导 数 来 定义 梯度 。 也 可 以 给 出 一 个 在 形式 上 与 散 度 和 旋 度 
定义 类 似 的 另外 一 个 定义 。 因 此 ， 

v= in, Bas 

这 里 f 是 一 个 位 移 的 标量 函数 ，S 是 一 个 封闭 曲面 且 AV 是 它 所 围 成 的 体积 。 通 
常 地 ,让 是 一 个 垂直 于 $ 的 单位 向 量 且 从 封闭 体内 部 指向 外 部 。 
(a) 遵循 曾经 在 本 中 解决 散 度 问题 所 用 的 方法 ， 在 一 个 体积 上 积分 并 且 证 明之 
前 的 定义 得 到 表达 式 


























dd pd 
Vf=1 | 0 ee 


(b) 利用 上 面 所 给 出 的 梯度 的 为 一 种 定义 来 证 明 在 由 单位 丫 量 & 方 同上 /的 方 癌 
富 效 





fv 
[ 提示: 计算 
fa liras = | .ajas 
在 一 个 小 的 圆柱 体 (长 为 As， 模 截面 面积 为 A4， 如 图 所 示 ) 上 积分 ， 它 的 轴 沿 





取 极 限 , | 
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(e) 按照 在 本 中 建立 散 度 定理 所 进行 的 讨论 ， 利 用 梯度 的 另 一 种 定义 来 证 明 
jaras = | vav, 
S V 
这 里 $ 是 围 着 体积 了 的 封闭 曲面 。 
(d) 直接 由 散 度 定理 获得 在 〈c) 中 所 陈述 的 关系 。[ 提 示 : 在 ras = 有 jv- 
V 





FdV 中 令 F = ef ， 这 里 6 是 一 个 单位 常 向 量 ,] 














(e) 对 于 标量 函数 f=x” +y +z 在 如 图 所 示 的 单位 圆柱 上 积分 ， 证 明 在 (c) 


中 所 摘 述 的 关系 。 
6 (a) 考虑 曲面 z=f(x, y)。 设 wu 是 一 个 任意 长 度 的 矢量 ,在 扣 PCx，y， 


z) 处 与 曲线 相 切 ， 与 单位 向 量 声 = 部, +jp, 的 方向 相同 ， 如 图 所 示 。 利 用 方向 导 
数 证 明 





u=p+k(p. Vf), 
这 里 VW 在 点 (x,y) 上 计算 而 得 。| 提示 : 由 于 w 的 长 度 是 任意 的 ， 你 的 结论 可 
能 不 同 于 前 面 给 出 的 正 的 乘积 滑 数 。 
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(b) 设 " 是 第 二 个 任意 长 度 的 矢量 ,在 点 已 处 与 曲线 相 切 ， 但 是 它 的 方向 与 单 
位 向 量 4 =ig, +jJg，( 互 关 4) 的 方向 相同 。 那 么 由 (a) 有 
v=g+k(g* Vf)。 





证 明 

uxv=[k. (pxg)l(k-V/)。 
利用 这 个 来 重新 推导 方程 ( 了 -4) 使 得 单位 向 量 寻 在 点 (*，y，z) 上 与 曲面 z = 
f(x, y) 殿 直 。 这 证 明了 在 本 书 中 对 于 有 所 推导 的 结论 是 唯一 的 (除了 符号 之 
外 )， 即 使 它 是 徘 选取 特殊 值 p =i 和 9 =j 所 获得 的 。 














V-27 (a) 利用 麦克 斯 韦 方 程 (见习 题 开 -20) ， 证 明 
B=V xA, 


Be VD 
ot 


这 里 A (叫做 矢量 势 ) 是 某 个 关于 位 移 和 时 间 的 矢量 消 数 ， 有 是 B (标量 势 ) 是 
菏 个 关于 位 移 和 时 间 的 标量 函数 ， 所 提供 的 4 和 满足 方程 


VD + (V “4) = -p/eo, 


2 
2 ot 
(b) 证 明 : 如 末 定 义 两 个 新 的 电势 
4 =4+VY， 


0 =- 人 此， 
ot 


这 里 Y 是 一 个 任意 的 关于 位 移 和 时 间 的 标量 晒 数 ， 那 么 
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0A 
ot ” 


即 电 场 E 和 B 并 不 因 电 势 A 和 的 变化 而 改变 。 从 (4,，B) 到 (A4'，D') 的 
杰 化 锌 称 为 规 犯 变换 。 
(c) 证 明 如 果 使 XY 满足 方程 





B=V xA',E=-VD'- 


0x oP 
YX-son 2 = -|V :Ateow es 


/ 





V ° A + CO0H0 OE < 


ot 
(d) 如 采 X 满足 (c) 中 的 方程 ， 证明 4' 和 DB' 满 足 方程 


oD p 
VP’ = A 
oKo 3 so 
和 
94 
V 4' - eouo Pr -Mo 


总 之 构造 一 个 规范 变换 [正如 (b) 中 所 示 ]， 利用 (ce) 中 所 给 出 的 条 件 ， 并 
因此 得 到 一 个 标量 势 和 一 个 矢量 势 ， 它 们 满足 (d) 中 的 方程 ， 它 们 是 含有 与 p 
和 J 了 成 比例 的 项 的 波动 方程 。 

IV-28 一 个 理想 的 流体 运动 方程 可 以 写成 


efoav = ads = jj 4. Wrlav, 
V S ， 


这 里 地 是 流体 的 体积 且 5 是 它 的 曲面 。 太 .是 作用 在 流体 上 的 单位 物质 的 外 力 ， 
p(z*，y，2) 是 流体 的 压力 且 p(x*，y，z) 是 它 的 密度 ， 所 有 这 些 都 是 在 流体 内 的 
一 点 (x，y，z) 处 的 值 , v(x, y, z, 1) 是 在 点 (*，y，z) 和 时 间 ;处 流体 的 
速度 。 
(a) 利用 习题 -25 (ec) 所 给 出 的 散 度 定理 的 形式 来 重新 写 一 个 理想 流体 的 运 
动 方 程 














1 OV 
fo a a (v V)v 


(b) 在 前 止 状态 下 ,证 明 运 动 方程 可 以 变 为 
J =(1/p)Vp 
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(c) 考虑 一 个 不 可 压缩 的 流体 ， 垂 直方 癌 平 行 于 z 轴 ， 如 图 所 示 。 假 设 仅 有 外 力 
作用 在 流体 上 ， 它 是 地 球 所 给 的 回 下 均匀 的 地 球 引力 ， 利 用 (b) 中 所 给 的 静止 
状态 下 的 方程 来 证 明 

P=Po 一 AP82， 
这 里 g 是 重力 加 速度 上 且 po 是 一 个 第 数 。 
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. (a) (a’cos wt +b’sinot 


. (a) (ix +jy)/Vx +Yy. 


(b) (i+j) (x +y) AN2. 
(c) -iy +]Jx. 





(d) (ix +Jy + kz) /Vx + yy 十 入 
J 
(b) -iwasinwt +jwbcoswt (速度 ). 
-iw acoswt -jw bsinwt (加 速度 ). 
2 
2TE0 (y+) 


. 以 下 各 式 中 ,cc 是 任意 常数 . 


(a) x -yy =. (e) x =c. 

(b) y=%+c. ({f) x -y=c. 
1 

(c) xy=c. ( g) 人 

(d) y=c. (h) y=ce”. 

意 


. (a) (i+j +k)/v3. 


(b) (ix +jy -kz)/V2z. 

(c) ix+kz. 

(d) ( -2ix -2]Jy +k)/ v1 +4z. 

(e) (ix+jy +ka’z)/avVl + (a -1)z. 


Wy 


分 习题 答案 





3. [ -i(9g/0x) —k(0g/0z) +j]/ VI+(0g/0x) + (08/0z)’ 
对 y=g(x, 2z). 
[ -Jj(0h/9y) -kK(90h/9z) +il/MV1I+(0h/90y) + (0h/9z)” 
对 x=h(y, z). 
4. (a) v3/6. 
(b) (5 -1). 
(c) 7T/2. 
5. (a) 0. 
(b) 27a’. 
(c) 37/2. 
6. 47R’*o0/3. 
7. 16mR aoZ15. 
8. 0. 
9. mr Aheo. 
10. (a) 0. (c) 4nR3e-®. 
(b) 47R’hIinR. (d) [E(b) -天 (0)] 0 
11. (a) E=0oi/2e0, x>0, HH -oi/2e0, x<O0. 
(b) E=pobi/eo, x >b; poxi/eg, -bx0b; 
日 -pobi/seo, x< 一 
(e) E=+(pob/s0)(1-e- |*1%)i; (+ 对 x>0,- 对 x<0) 
12. (a) E=(A/2780)e,/r 
(b) E= (pb’/280)e,/r,r=0,H(por/280)e, ,rb. 
(c) E=(pob’eo) (1/r)[1- (1+r/b)e "le,. 
0 (bpo/3e0)e,/r, r>b, 





(po/3e0 )re,, rb. 
(b) E=Dpo/e0) (1/r)[2-(r /bb +2r/b +2)e "|]e,. 
(po/380)re,, r<b, 
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对 于 >>22， 如 果 p = -po[7， 电 场 强度 为 0， 这 一 分 布 的 全 部 电荷 为 0. 


14. (a) 2(x +y +z). (e) -7y/(x” +y’). 
(b) 0. (f) 0 
(c) -(e +e +e “). (g) 3. 
(d) 2z. (h) 0 








15. 对 于 练习 卫 -14a 中 的 函数 面积 分 等 于 25 (xo + yo +z0). 
对 于 练习 下-14b 中 的 函数 面积 分 等 于 0. 
对 于 练习 下 14c 中 的 函数 面积 分 等 于 (ee 一 )(e "+e "+e 0). 
16. (b) V:G=0. 
22. f(r) = 常数 /7. 
23. (a) 30;. 
(b) 37R’h/4. 
(c) 47R’. 
24. (b) TR’B. 














3. (a) 2( -iy +Jz +kx). (e) -ix-]Jy +2kz. 
(b) $7x. (f) 2(iy -Jx). 
(c) ie “+Je ”+ke 7 (g) iz —kx 
(d) 0 (h) 0 

4. 对 于 练习 三- 3a 中 的 函数 线 积分 等 于 2x0s“. 
对 于 练习 亚 -3b 中 的 函数 线 积分 等 于 0. 
对 于 练习 亚 -3e I ee 
对 于 练习 亚 -3d 中 的 郴 娄 

5. (a) a’/2 +a373 


(b) 0 ee 当 o 一 ”0 


(c) nN: VxP = (1 +2)) -局 在 y=0 时 . 














13. (d) 和 (h). 
15. (a) 线 积分 和 面积 分 均等 于 1. 
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(b) 线 积分 和 面积 分 均等 于 -3m/4. 
(c) 线 积分 和 面积 分 均等 于 -2TR. 
19. 3/e 
25. 如 果 V.G=0, 则 G= VxH. 
(a) H = jr + 3 - (x -x0)z|. 
(b) H =jBox. 
(c) V.: Gz0. 
(d) H= -j(x—-xo)z+k(x +xo)y. 
(e) V.: Gz0. 
[ 注 : 由 于 加 法 常数 的 不 同 选 择 ， 结 来 可 能 会 不 同 . ] 


28. (a) pH -ids = J| Giqs. 其 中 5 是 闭 曲线 C 的 一 个 旋 盖 面 . 
第 [V 说 


1 (a) (1) F=iyz+jxz +kxy. 
(1) F=2(ix +jy +kz). 
(11) F=i(y+z) +j(x +z) +k(x+y). 
(1V) F =6ix — 8kz. 
(V) F= -ie siny +Je “cosy. 
4. (a) (1 ) 非 路 径 独 立 . 
(1) 由 =cz+ 和 常数. 
(11) 让 =xyz + 第 数 . 
Ci) 清 = 二 ( 安 +72+22) + 常数 
(V) 非 路 径 独立 . 
(b) (1) 水 =lnr+ 第 数 . 
(这 ) =P? + 常数 
13. (a) p=3geo. 
(b) = -58(t + +2) 
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16. (a) 对 文中 结果 加 VW. 
17. (a) DPD(r, $) = -Eor(l -RR /r )cosg 其 中 球体 以 原点 为 中 心 并 且 两 个 
平面 与 x0y 平面 平行 且 位 于 z = +s/2. 
(c) 对 (a) 部 分 的 结果 加 Wi. 
19. (a) 移 至 方向 + (ib -ja)/ Va +b”. 
(b) 移 至 梯度 方向 : -(ia+jb)/ Vr -a -bb. 
(c) 移 至 梯度 方向 的 反方 向 : (ia +jb)/Vr -a -6b”. 
25. (e) 面积 分 和 体积 分 均等 于 下 K. 
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